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CORRIGE DM N°1 : ETUDE D’ENDOMORPHISMES DE K[X]

PARTIE A

Commencons par démontrer le résultat préliminaire suivant, tres classique :
Si (Px)ren est une famille de polynémes de K[X] tels que deg(Py) = k pour tout k € N, c’est une base de
K[X].
Démonstration :
e La famille (Py)ren est libre, car formée de polyndmes de degrés distincts (cf. cours).
e Pour tout entier n € N, la famille (Px)ogk<n est une base de K, [X] car :
— Les P pour 0 < k < n appartiennent bien a K, [X];
— cette famille est libre;
— et elle est formée de n + 1 éléments dans un espace vectoriel de dimension n + 1.
e Soit alors P € K[X]. Il existe alors n € N tel que P € K,[X]; d’apreés ce qui précede, P est alors
combinaison linéaire de la famille (Py)ogr<n, donc aussi de la famille (Py)gen-

Ainsi, la famille (Py)ren engendre K[X] et, finalement, c’en est bien une base.

1. ¢ — Si P est constant, on a u(P) =0, donc P € Keru. Ainsi : K¢[X] C Keru.
— Soit P € K[X] tel que u(P) = 0.Si P était non constant, on aurait deg(P) > 1 et deg(u(P)) = deg(P)—1 >0,
ce qui est contradictoire.
P est donc nécessairement constant, donc Keru C Ko[X].

— En conclusion : ‘ Keru = Ko[X]. ‘

e La famille (X¥)iey forme une base de K[X]. D’aprés un théoréme du cours, Imu est le sous-espace
vectoriel de K[X] engendré par les u(X*), k € N. Or u(X*), pour k > 1, est de degré k — 1, donc la
famille {u(X*), k € N*} est une base de K[X] d’aprés le résultat préliminaire.

On en déduit : | Imu = K[X].
2. a) L’application ¢ : K,[X] — K  est une forme linéaire non nulle sur K, [X], et F,, = Ker¢p.
P +— P(0)
Donc ‘ E, est un hyperplan de K,[X], et dim E,, = n. ‘

Autre solution : on pouvait aussi remarquer que
PeE, <= X divise P<=3Q € K,,_1[X] tq P = XQ
ce qui permet de montrer que E,, = Vect (X, X2, ..., X").

b) Notons v I'application : v : F,, — K, _1[X] (v est bien & valeurs dans K,,_1[X] d’aprés les hypothéses
P — u(P)
faites sur ).

v est alors une application linéaire (car u est linéaire); elle est injective : en effet,
Kerv =KeruNE, = {P € Ko[X] tq P(0) = 0} = {Oxx] }-

Puisque, de plus, dim E,, = n = dimK,,_1[X], il résulte alors d’un théoréme du cours que :

‘ v est un isomorphisme de E, sur K,_;[X]. ‘

Autre solution : On pouvait aussi utiliser le fait que I'image de FE,, par u est le sous-espace vectoriel de
K[X] engendré par les images des vecteurs de la base (X, X?,..., X™). Or pour tout k € [1;n] u(X")
est un polynoéme de degré k — 1 donc les vecteurs u(X* forment une base de K,,_1[X].

¢) — La restriction v de u & E; est un isomorphisme de E; sur Kg[X]. Il existe donc un et un seul

polynéme P; € E; tel que v(Py) = 1, soit u(P;) = Py. On a bien P;(0) = 0 (car P, € Ey) et
deg(Py) =1 (car degu(Py) =deg(P;) —1=0).

— On construit ainsi, par récurrence, les polyndémes Pj satisfaisant aux conditions de ’énoncé : si

Py, P1, ..., Py ont été construits et vérifient les conditions voulues, u étant un isomorphisme de Fj1

sur K;[X], il existe un et un seul polynéme Py € Eiy1 tel que w(Pry1) = Pk, avec Pr1(0) =0
et deg Pry1 =deg(Pr) +1=Fk+1.

— Enfin, les Py pour k € N forment bien une base de K[X] d’apres le résultat préliminaire.
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3. o Si (Py)ren vérifie la condition (B), il s’agit bien d’une base de K[X] d’apres le résultat préliminaire.
e D’apres le cours (un endomorphisme est entierement déterminé par I'image d’une base), il existe donc un
et un seul endomorphisme v de K[X] tel que u(Py) =0 et u(Py) = Py—1 pour k € N*.
e On aura bien alors :
—si P=cste =\, u(P) =u(APy) = Mu(Py) = 0.
— si deg(P) =n > 1, puisque (Py,...,P,) forme une base de K, [X], il existe (Ao, ..., \,) € K" tel

que P = Z APy, et A\, #£0 (sinon le degré de P serait < n).
i=0

On aura alors : u(P) = Z AiPi_1, d’ot deg(u(P)) =n —1=deg(P)—1.

i=1

— En conclusion : ‘ u vérifie bien la condition (D), et la base (Py)ren est adaptée & wu. ‘

4. Si Q appartient a K, [X], puisque (P, ..., P,) forme une base de K, [X], il existe (\o,...,\,) € KT tel
que Q = Z AP .
k=0

Soit Kk € N.Ona: u(P) =0 si k=0 et uw(Pg) = Pr_1 sinon, dou u?(P;) = 0 si k € {0,1} et
. 0 14>k

u?(Py) = Py_2 sinon, etc... Plus généralement, si i et k sont des entiers, on a : u*(Py) = S? Z -

P, sii<k

Donc, si i € [0;n], on aura : u'(Q) = Y Au'(P) = Y MePri. Or P y(0) =0 si k > i et Py(0) =1,
k=0 k=1

donc u(Q)(0) = A, et P'on a bien : | Q@ = > " u*(Q)(0) Py .

5. Soit u : { K[XI;], : }I;/[X] . u est un endomorphisme de K[X] vérifiant bien la condition (D)
k
(immédiat). On vérifie facilement quer la base adaptée & u est celle formée des polynémes 7 powr k € N.

Q™ (0)
]

La formule précédente s’écrit alors : VQ € K,[X] Q = Z X* 11 s’agit de la formule de Taylor-
k=0

Mac-Laurin pour les polynémes vue en cours.

6. a) Immédiat.
KX] — K[X]
P — P(X+1)-P(X)
e A est bien un endomorphisme de K[X] (immédiat).
e A vérifie la condition (D) ; en effet :

— si P est constant, A(P) =0.

b) Soit A : {

— si deg(P) =n > 1, soit P = Zaka avec a, # 0. On a alors P(X +1) = Zak(X—l- 1)F,
k=0 k=0

et le terme dominant de A(P) = P(X + 1) — P(X) est égal & na, X"~ ! avec na, # 0, donc
deg(A(P)) =n—1=deg(P)—1.

e Ona: A(Ny)=0 et, pour k> 1 :

A(Nk)=Nk(X+1)—Nk(X)=%[(X+1)X...(X—k+2)—X(X+1)...(X_k+1)}
= SX(X = 1) (X k4 2)[(X +1)~ (X ~k+1)]
- (k—11)!X(X‘1)“-(X—’f+2):NIH[X)-

Donc, d’apreés A.3, | A est bien 'opérateur associé a la base (Ng)ken - ‘

PARTIE B
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1. o Idg €C(u) car uoldg =Ildgou = u.

e Sip, 1 eC(u),etsi A€ K, \p+ ¢ appartient & C(u) puisque :
(Apty)ou=Arpouttpou=Atuop+uoth=uo(Xp+17).
e Si p, 00 €C(u), o appartient & C(u) puisque :
(pop)ou=ypo(pou)=ygo(uoy)=(pou)otp=(uop)oty=uo(po).

Cela prouve (cf.cours) que ‘ C(u) est une sous-algebre de L(K[X]). ‘

2.  — Les uv* (k € N) sont évidemment des éléments de C(u).

— Pour montrer que la famille (u)ren est libre, il suffit de démontrer que toute sous-famille (u*)o<r<n
pour n € N lest.

n

Soient alors ag,...,a, des scalaires tels que Z akuk = 0. En considérant une base (Py)ren adaptée a

k=0
n n

u, on aura en particulier Zakuk (P,) =0, soit Z arP,_ = 0. En prenant alors la valeur en 0, on

k=0 k=0
n—1

obtient a,, = 0, donc Z apu® = 0. En appliquant alors cette égalité & P,_;, on obtiendra de la méme
k=0

fagon a,_1 = 0 etc...

Ainsi, par récurrence, tous les aj sont nuls, ce qui démontre le résultat.

“+o0
3. e L’écriture ¢ = Z aru® a bien un sens puisque, pour tout polyndéme P € K[X], si P est de degré n, on
k=0

a u¥(P) =0 dés que k > n, donc on aura ¢(P) = Zakuk(P) qui est une somme finie.

e On vérifie facilement que ¢ est bien un endomorphisme de K[X] : en effet, si P,Q € K[X], si A € K et
si on note N le plus grand des degrés de P et de Q,on a:

(AP +Q) = Zaku (AP +Q) —)\Zaku +Zaku Ap(P) + ¢(Q).

o Soit P e K[X].
— Sideg(P)=n>1ona:

plu(P)] = ) axu®(u(P)) (puisque deg(u(P)) =n—1)

= apuf (P Z apuF T (P)  (car u"T(P) = 0)

=u Zakuk(P)> = u[p(P)]
k=0

— Si P est constant, alors ¢(P) = agP est constant et 'on a u[p(P)] =0 = ¢[u(P)].

On a donc bien uo ¢ = pou, et finalement : | ¢ € C(u).

4. a) e On a u(Qo) = uo p(Py) = plu(Py)] = ¢(0) = 0, donc Qp € Keru, c’est-a-dire que Qo est un
polynéme constant.

Puis, pour k> 1 : u(Qr) = uop(Pr) = plu(Pr)] = ¢(Pr-1) = Qk—1, et il est facile d’en déduire par
récurrence que :

Vk e N, deg(Qr) = k.
e On a alors, d’apres A.4. :

n

Qn =D _u*(Qn)0)Pc = uF 0 p(P,)(0) P .
k=0

k=0
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Or u et ¢ commutent, donc pour tout entier &k, u* et ¢ commutent égale ment également (cf. cours).
On aura donc :

Qu =1 0 p(P)O)P = 3 el (PP = 3 @(Paci) (0P = S Quei ()P
k=0 k=0

k=0 k=0

ce qui donne le résultat (avec a,—p = Qn—r(0)).

—+oo
b) Si l'on pose ¢ = Z aru®, on a, pour tout n € N :
k=0
Zaku Zakpn K soit (P, Zan kPr = Qn = @(Py) .

k=0

Ainsi, les endomorphismes ¢ et 1 coincident sur la base (P,)nen de K[X] et sont par conséquent

égaux. Cela démontre que 'on a bien : | ¢ = Z apu®.

c) La question précédente et la question B.2 montrent que C(u) est ezactement ’ensemble des endomor-

—+oo
phismes de la forme ¢ = Z apu® lorsque (ay) décrit ensemble des suites d’éléments de K.
k=0
5. a) i) Soit P € Ky[X] Zbku ) et puisque deg(¢)(P)) < N on a:

@ oP(P)

N N N

Zakuk(w(P)) = Z apu® (Z b u® (P))

k=0 k=0 k'=0

= Z akbk/u]”k/ (P) = Z akbk’uk+k/ (P).
(k,k")€[0;N]? (k,k")E[0;N]*

k+k'<N

Pour n < N, le coefficient de «™(P) dans cette somme sera donc Z apby .

k4k'=n
En posant : ¢, = Z apby = Zakbn,k, on a donc :
k+k'=n k=0
N
VP € Ky[X], poy(P) = Z cpu™(P)  soit ot = chu".
n=0 n=0

Les ay et les by jouant le méme role, on aura aussi; @ o =1 o p.

+oo
b) ¢ = Z axu® est inversible si et seulement si il existe 1 € .Z(K[X]) tel que p o = oy = Idgx]-
k=0
+oo
Cela exige ¥ € C(u) donc il existe une suite (bg)gen d’éléments de K telle que ¢ = Z brpu®.
k=0

D’aprés le calcul fait & la question précédente, et puisque la famille (uF)pey est libre, 1’égalité
pot =Idgx) équivaut a
aobo =1

n
Zakbn,k =0 pourtoutn>1
k=0

soit :
aobo =1

aibg + agb1 =0
a2b0 + a1b1 + CLon =0

etc...

Ce systeme, d’inconnues les by, possede une solution si et seulement si ag # 0. Ainsi :

@ inversible <= ag # 0. ‘
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A vérifie la condition D, et une base adaptée est formée par la famille (Ng)reny des polyndmes de
Newton. Il est facile de vérifier que d commute avec A, et on peut donc appliquer les résultats précédents
avec u = A.

On aici: Py = N, dou Qi = d(Nk) = N]Ic et ap = Qk(O) = N]IC(O)
1
Or Ny =1 donc ag =0, et, pour tout k> 1, Ny = EX(X —1)...(X —k+1); puisque N;(0) est le

coefficient du terme en X dans Nj, d’aprés la formule de Taylor, on a :

\k+1
N (0) = %(_1)(_2) A S i

k
+oo( 1)k+1
On a donc, d’apres B.4.b : | d = - AF.
k=1
k
d vérifie la condition D, et une base adaptée est formée des polyndmes P, = o Puisque A
(X + 1)k — x*

commute avec d, on peut appliquer les résultats précédents. On aura Qr = A(P;) = ]

1
et by = Qx(0) donc bp =0 et by = 7 pour k > 1

+00dk
Donc : Azkzﬁ.
=1

Pourles 5/2 : La derniére égalité pourrait s’écrire : A = exp(d) —1Id (cf. développement en série entiere
de V’exponentielle...). La premiére rappelle le développement en série entiere de la fonction In et on
pourrait ainsi, abusivement, écrire <« d =In(Id + A) >

+oo

7. a) La encore, on vérifie facilement que 6, commute avec A. On aura donc 6, = Z arA* avec, si
k=0
Qr = 04(Nk), ar, = Qx(0).
Cela donne : Q) = Ni(X + a) donc ap, = Ni(a) = (Z) avec les notations de ’énoncé. On trouve donc
400 a
bien : | 0, = AR
o052 ()
k=0
b) On pourrait bien siir procéder ici encore de la méme fagon. Mais il s’agit en fait, tout simplement, de la
formule de Taylor : en effet, si P € K, [X] :
0 (P)—P(X—i—a)—zn:a—P(k) Zn:a—
a - - I{: '
k=0 =0
400 ak
ce qui permet d’écrire : | 8, = de.
k=0
PARTIE C

1. Pour tout P € K,,_1[X], on a A™(P) =0 (car si P est non constant, deg(A(P)) = deg(P) —1).
Or pour tout polynéme P ona: (6 —Id)(P) = P(X +1) — P(X) = A(P)(X) soit §; —1d = A.
Puisque 6; et Id commutent, la formule du binéme s’écrit

A" = (6, — Td)" zn: ()9’f-

k=0

Donc pour tout polynéme P € K, _1[X] on aura :

et enfin, puisque %¥(P) = P(X + k) on trouve : | VP € K,,_1[X], P =

n

AM(P) =) (-1)" ’“( )9’“( )=0 soit (=1)"

k=0
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a) Déja, si un polyndéme Qy vérifie A(Qy) = X, il est nécessairement de degré k + 1.
D’aprés A.2.b, larestriction de A & Ej1 = {P € Ki41[X] tq P(0) = 0} est un isomorphisme de Ej4
sur K;[X]. Le polynome X* possede donc un unique antécédent par cet isomorphisme, c’est-a-dire qu’il
existe bien un et un seul Qx € Ky41[X] tel que A(Qr) = X* et Qr(0) =0.

b) Pour les calculs, il est plus judicieux de travailler dans la base (Vi) que dans la base canonique; on
utilisera ainsi la propriété : A(Ny) = Ni—1 et Ni(0) =0 pour k > 1.

A(Q1) =N X(X-1)

- P k=1:X=N; d = N5 soit : =
our 1 donc { Q1(0) = = 5 soi Q1 5

A(Q2) =2N2 + N,

0 (O)—O < @2 = 2N3 + N>, soit,
9 =

—Pourk=2:X?2=X?-X+X=2N.+MN; donc{

X(X-1)(2X - 1)

apres simplification : | Q2 =

— Pour k=3 : X3= N;+ 6N+ 6N3 (en utilisant A.4 par exemple), soit X® = A(Ny + 6N3 + 6N,)
X2(X —1)2
—

d’ou Q3 = Ny + 6N3 + 6N, et apres simplification on trouve | Q3 =

c) On a donc :

Sk = A(Qr)(1) + A(Qr)(2) + - + A(Qr)(n)
= [Qk(2) — Qx(1)] + [Qk( )= Qr(2)] + -+ [Qr(n+1) — Qr(n)]
=Qk(n+1) = Qx(1) = Q(n +1) pour k > 1( car alors Qk( ) = Qi(1) — Qr(0) = A(Qx)(0) = 0).

A Taide des résultats précédents, on retrouve alors les formules bien connues :

+1
51:% .Sy =

nn+1)2n+1)
6 )

n?(n +1)2
4

Ss =

3. a) - Sik=n, Nn(k)z%k(k—l)...(k—n—i—l): (ﬁ)

- Sike[0;n—1] (avec n > 1) : N,(k) =0 car, le facteur X — k figurant dans la définition de N,
k est racine de IN,,.

1

~Sik<—1: No(k) = (=) (=k)(=k+1)...(~k+n—1) = (_1)n<”"“‘1> ,

n! n
— Les coefficients binomiaux étant des nombres entiers, on en déduit que, dans tous les cas, N, (k) est
un nombre entier.

b) e On déduit immédiatement du résultat précédent que, si les coordonnées de P dans la base (Ny,)nen

sont des nombres entiers, alors P(k) € Z pour tout k € Z.

e Réciproquement, supposons P(k) € Z pour tout k € Z. D’apres A.4, les coordonnées de P dans la
base (Np)nen sont les A™(P)(0).

n n

h n n n— n
Or A =6, —1d dott A™ = (6; —Id)"™ Z < >9’f puis A"™(P )*Z(—l) k<k)P(X+k),

k=0 k=0
et enfin :

0) = an(—w-k (Z)P(k).

k=0

Ainsi, si les P(k) sont des entiers, il en est de méme des nombres A™(P)(0) : cqfd.

Corrigés de problémes — © T.LEGAY — Lycée d’Arsonval 5/5 28 juin 2017



