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CORRIGE DU DS°1 I

EXERCICE 1 :

1.

2.

e Un polynoéme P appartient & F si et seulement si il est divisible par X (X — 1)(X — 2) ; puisque l'on
ne considere ici que des polynémes de degré < 3, F est exactement I’ensemble des polyndémes de la forme
AX(X —1)(X —2) lorsque A décrit R, c’est-a-dire la droite vectorielle engendrée par X (X — 1)(X — 2) :
c’est donc bien un sous-espace vectoriel de F, et sa dimension est 1.

De méme G est la droite vectorielle engendrée par le polynéme (X — 1)(X — 2)(X — 3).

e On pouvait bien str démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E en utilisant la caractérisation
habituelle :

— F est bien inclus dans E, par définition ;

— Le polynome nul appartient ¢ F puisqu’il s’annule en 0,1,2, donc F' est non vide ;

- 8t P,Q sont dans F' et A € R, alors :

Vi€ {0,1,2}, WP +Q)(i) =AP({i)+ Qi) =X0+0=0,

donc AP+ Q € F.

Mais il fallait de toutes fagons faire ce qui précéde pour trouver la dimension...

e On pouvait aussi remarquer que F est lintersection des noyaux des trois formes linéaires ¢; : P — P(i)
pour i € {0,1,2}, donc c’est un sous-espace vectoriel de E, puis vérifier que ces trois formes linéaires sont
indépendantes, ce qui donne dim F = dimR3[X] -3 =1.

e Soit P € FNG ;alors P(0) = P(1) = P(2) = P(3) =0; P possede donc 4 racines distinctes; étant de
degré < 3, c’est le polynéme nul.

Donc F NG = {0}, ce qui signifie que la somme F + G est directe.

e H est ’ensemble des polynomes qui admettent 1 et 2 comme racines, et de degré < 3, donc de la forme
(aX +b)(X —1)(X —2) avec (a,b) € R%.
Or (aX+b)(X—-1)(X—-2)=aX(X—-1)(X—-2)+b(X —1)(X —2), H est donc I’ensemble des combinaisons
linéaires des deux polynomes X (X —1)(X —2) et (X —1)(X —2). Cela prouve que H est un sous-espace
vectoriel de E et, ces deux polyndmes formant un systéme libre (car de degrés distincts), H est un plan.

Il est clairque FF C H et G C H donc F&G C H puisque H est un sous-espace vectoriel de E. Puisque
dim(F & G) =dim F+dim G = 2 = dim H, on en déduit ’égalité demandée (on pouvait aussi démontrer
une double inclusion).

o K est 'ensemble des polynomes pairs de degré < 3, donc de la forme a +bX? avec (a,b) € R?; il s’agit
donc du plan vectoriel engendré par les polynomes 1 et X?2.

e Soit P € HN K ; alors il existe a,b € R tels que P = a + bX? et P(1) = P(2) = 0, ce qui implique
a+b=a+4b=0 d’ou a =b=0 et finalement P =0.

Donc HN K = {0}, la somme H + K est directe; puisque dim H +dim K = 2+ 2 = 4 = dim R3[X], on
a bien d’apreés un théoréme du cours: R3[X|=H® K =Fd GO K.

EXERCICE 2 :

1.

a) Montrons que V(f) = Vect(f) = {\f, A € R}.
— Puisque f € V(f) (car f=wo(f)), et que V(f) est un espace vectoriel , on a Vect(f) C V(f).
— Pour tout t € R et tout z € R, ¢(f)(z) = * =ele” = ' f(x) donc p.(f) =e'f € Vect(f). On en
déduit Uinclusion V' (f) C Vect(f).

En conclusion, dans le cas f:x+— e*, V(f) est la droite vectorielle de base f.

b) Montrons que V (f) = Vect(sin, cos).
— La fonction sin appartient & V(f) puisque sin = @q(f), et la fonction cos appartient aussi & V' (f)
puisque cos = ¢z (f) (cosz = sin (x4 %)). On en déduit que Vect(sin,cos) C V(f).
— Pour tout ¢ € R et tout z € R, ¢;(f)(x) = sin(x 4+ t) = sinx cost + sint cosx donc
wi(f) = (cost) sin +(sint) cos € Vect(sin, cos). On en déduit 'inclusion V(f) C Vect(sin, cos).
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En conclusion, dans le cas f: x — sinz, V(f) est le plan vectoriel engendré par les deux fonctions sin
et cos.

c) Montrons que V(f) = Ra[z] (espace vectoriel des fonctions trindmes).

~ Puisque pour tout x € R : 1 = % (z+1)?+(z—1)%—22%) = %(gal(f) +o_1(f) = 200(f)) (), la

fonction constante égale & 1 est combinaison linéaire de ¢_1,p1 et o donc appartient & V(f).

1
En écrivant x = 1 ((# + 1) — (z —1)?), on obtient de méme que la fonction z — x appartient &

V(f)-
Enfin il en est de méme de la fonction z +— 2% puisque c’est ¢o(f).
Le sous-espace vectoriel Rq[z], engendré par ces 3 fonctions, est donc aussi inclus dans V' (f).

— Légalité : Vt € R, Vo € R, (z+t)? = 2% + (2t)x + t?> montre que chaque fonction ¢;(f) appartient
a Ro[z], donc on a V(f) C Ra[z].

En conclusion, dans le cas f:z + 22, V(f) est espace vectoriel Ry[x], et est donc de dimension 3.

2. a) Soient A1,..., A, des réels tels que

Z)\k%k(f) =0 soit: VzeR, Z)\ke(wﬂ"f =0.
k=1 k=1

Montrons par l’absurde que tous les A; sont nuls. Si il existe un ¢ tel que A; # 0, posons
p=max{i € [1;n] | \; # 0} de sorte que l'on a :

p
Vo eR, Y Apelet) =0,
k=1

En divisant cette relation par e(®+%)” (non nul!) on obtient :
VI c R7 )\le(tlftp)er(tf*tg) 4+ oo+ /\pile(tpflftp)zJF(tzfl*t;%) + )\;D — 0,
puis en passant & la limite quand & — 400, puisque t; —t, < 0 pour ¢ € [1;p — 1] on obtient A, =0

ce qui est contradictoire.

On a ainsi prouvé par 'absurde que la famille donnée est libre.

b) Si V(f) était de dimension finie N, toute famille libre de V(f) aurait moins de N éléments. Or on
vient de voir que l'on peut trouver dans V(f) des familles libres de cardinal quelconque, ce qui est
contradictoire.

On a donc prouvé par Pabsurde que V(f) n’est pas de dimension finie dans le cas f: z — e®”.

EXERCICE 3 :

1. e La linéarité de ¢ se vérifie facilement :

YAER, Y(P,Q) e Ry[X]?, (AP +Q) = (X? - 1) (AP + Q) —nX(A\P + Q)
=A[(X?-1)P' —nXP]+ [(X* - 1)Q —nXQ] = \p(P) + ¢(Q)

e Soit P € R,[X]. On peut écrire : P =a, X" + @ avec Q € R,_1[X], d’on

e(P) = an[(X* = 1)nX" " = nX" T + (X* - 1)Q' — nXQ = —na, X" "+ (X* - 1)Q" — nXQ

degré <n

est de degré < n, c’est-a-dire ¢(P) € R, [X].

Ainsi, ¢ est bien un endomorphisme de R,[X].

2. o — Les polynémes P; pour 0 < ¢ < n sont n + 1 polynémes de R,[X], espace vectoriel de dimension
n + 1; pour prouver qu'il s’agit d’une base de R,[X], il suffit donc de prouver qu’ils forment une
famille libre.

Pour cela, procédons par récurrence sur n € N*.

— Pour n =1, la famille est formée des deux polynémes {X — 1, X + 1} dans R;[X]. Cette famille est
libre puisque la relation Ag(X — 1) + A1 (X 4+ 1) = 0 implique Ao = A; = 0 (en faisant X = 1 puis
X =-1).
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— Supposouns donc la propriété démontrée a ordre n—1 (n > 2), c’est-a~dire que la famille des polynémes
(X +1)%(X — 1)~ est libre.

0<ig<n—1
Soient alors (\;)ogicn ™+ 1 réels tels que i A P; = 0. Cela s’écrit aussi :
i=0
MX =D+ MX+DX )" N (XD X =D+ X+ 1) =0 (%)
Pour X =1 on obtient A,2" =0 d’out A, = 0. La relation () devient donc :
X -DNoX =D" "+ MX + D)X —1)" 2+ XA (X+ D" (X D)+ A (X + 1) =0
et 'anneau R[X] étant integre on en déduit :
X =D X+ D)X =D 2+ XA a(X+ D" (X - D)+ A (X + D) =0.

D’apres ’hypothese de récurrence, cela implique A\g = Ay = --- = A,—1 = 0.
On a donc démontré que la famille des polynémes ((X + 1) (X — 1)"‘i)0<i<n est libre, c’est-a-dire la
propriété a 'ordre n. Cela achéve la récurrence, et démontre la propriété demandée.

e Pour i € [0;n] ona:

e(P)=(X-DX+D[EX+D)"' (X =1)""+(n—))(X+ 1) (X -1)"""] —nXP,
=i(X-1DP+(n—i)(X+1)P, —nXp; = (n—2i)P;.
3. D’apres le cours, puisque (P;)ogign est une base de R, [X], on sait que Im ¢ est le sous-espace vectoriel
engendré par les polynémes ¢(P;). Deux cas se présentent :
— n impair : dans ce cas, pour tout i € [0;n], n—2i n’est pas nul, donc la famille (‘p(Pi))ogign est encore
une base de R, [X].
Dans ce cas, ¢ est un automorphisme de R, [X] (puisque transforme une base en une base).

— n pair : dans ce cas, Imy est le sous-espace vectoriel de R,[X] engendré par les n polynomes P;

pour i € [0;n]\ {g} Ce sous-espace est de dimension n (puisque la famille (P;) est libre); d’apres
le théoreme du rang, Ker¢ est donc de dimension 1, et, puisque ¢ (Pn/z) = 0, Kery est la droite
vectorielle engendrée par le polynome P, » = (X? — 1)/,

EXERCICE 4 :

1. UN RESULTAT PRELIMINAIRE

o Déja, les deux sous-espaces vectoriels Ker(u —aldg) et Ker(u —bldg) sont en somme directe : en effet, si
x € Ker(u—aldg)NKer(u—bldg), alors (u—aldg)(x) = (u—>bldg)(z) = 0 soit u(x) = ax et u(z) = bz.
Puisque a # b, I'égalité ax = ba implique = = 0, donc Ker(u — aldg) NKer(u — bldg) = {0g}.

e Onremarque que u?—(a+b)u+abldg = (u—bldg)o(u—aldg) donc Ker(u—aldg) C Ker(u?—(a+b)u+abldg) ;
de méme, I'égalité u?—(a+b)u+abldg = (u—aldg)o(u—bldg) implique Ker(u—bldg) C Ker(u?—(a+b)u+abldg).
On en déduit : Ker(u — aldg) @ Ker(u — bldg) C Ker(u? — (a + b)u + abldg).

« Démontrons I'inclusion réciproque, et soit # € Ker(u? — (a+b)u+ abldg). On < remarque > que x peut
s’écrire

[(u—bldg)(z) — (u — aldg)(z)]

xTr =

a—2>

1 1
Posons x; = b(u —bldg)(x) et g = — b(u —aldg)(x), de sorte que = 21 + x2. On a alors
a— a—

(u— aldg)(z1)

(u —aldg) o (u — bldg)(z) =

(u® = (a+b)u+abldg)(z) =0

:a—b

a—2>b
compte tenu de I’hypothese faite sur =, donc z; appartient & Ker(u —aldg) et on démontre de la méme
fagon que xo appartient & Ker(u — bldg).
Cela prouve que Ker(u? — (a+b)u+abldg) C Ker(u—aldg)+Ker(u—0bldg), et achéve la démonstration.
2. On calcule :

2= (a+b)f+abldg = a®p+b°q — (a+b)(ap+bg) + abldg = ab(p + q) — abldg = 0. ()

donc Ker (f?—(a+b)f +abldg) = E et le résultat demandé découle directement de la question
préliminaire.
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p+tg=1Idp (1)
ap+bg=f (2)
(2) — a(1) on trouve ¢ = ﬁ(f —aldg).
On en déduit :

1
3. a) On a le systeme : { . En faisant (2) —b(1) on trouve p = —b(f —bldg) et en faisant
a—

1
qop= —m(f —aldg) o (f — bldg) = O2(m)
d’apres un calcul déja fait, et puisque f — aldg et f — bldg commutent, on a aussi pogq=20.

b) En reprenant 'exprtession trouvée ci-dessus :

1 1
P = G~ lde) = s (77 = 26f + 11d)
= et + P 2ap + ) + 1)
= ﬁ(cﬁp +b°(Idg — p) — 2b(ap + b(Idg — p)) + b°1dg) = CEL ((a—b)%p) =p

donc p est un projecteur, et il en est de méme de q.

Ces projecteurs sont non nuls puisque f n’est pas une homothétie (donc f # aldg et f # bldg).

c) Puisque p et ¢ sont deux projecteurs associés, Kerp = Im¢q et Kerg = Imp.

1
Puisque p = ——(f — bldg), Kerp = Ker(f — aldg) et de méme Kerq = Ker(f — bldg).
b
a—

4. D’apres un calcul déja fait :
f2—(a+b)f+abldg =0

donc puisque ab # 0 on a

“ab

IdE:—i(fQ—(cH—b)f):

1
ce qui s’écrit go f = Idg avec g = —— (f —(a+ b)IdE)). Il est clair que g commute avec f donc on a
aussi fog=1Idg, ce qui prouve que f est inversible et que :
1 1 1 1
-1 = = —— — = —— — I = — —q .
fTl=g9=—=(f—(a+b)ldp)) = —— (ap + bg = (a +b)ldp)) = —p+ 3¢

5. e La propriété f™ = a"p+ b"q peut se démontrer par récurrence sur n, ou, mieux, a ’aide de la formule
du binéme.

En effet, puisque p et ¢ commutent, on a, pour tout n € N* :

n—1
n _
fn:(ap+bq)n:anpn+bnqn+§ (k)pkqn k.
k=1

Or pour n € N*, p" = p et ¢" = ¢ car ce sont des projecteurs et pour k € [1;n — 1], pF¢" % =0 (car
pg = 0), ce qui donne le résultat demandé pour n € N*. Ce résultat demeure vrai pour n = 0 puisque
p+q=1Idg.

e Puisque f~! =a~'p+b~1q, le méme calcul donne, pour n € N* : f~" = a~"p + b "q, donc la formule
reste vraie pour n entier négatif.

6. a) Pour tout (z,y) € R? :
P (z,y) =h(z+yz+y) = (+y+z+y,z+y+a+y) =2@+y,z+y) =2h(z,y)

et par le méme principe on démontre la relation demandée par récurrence sur k.

b) On remarque que f = Idg + h donc en utilisant la formule du bindéme (Idg et h commutent!), on a
pour n € N* :

fr= (IdE—Fh)":i(Z)thIdE_,_i(Z)hk

k=0

=1Idg + <Z <Z>2’“> h=1dg + = <Z (2)2’“ - 1) h=1dg + 3Th,
k=1 k=0

cette derniere formule restant vraie pour n = 0.

[\)
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c) D’apres la question précédente, f?2 = Idg + 4h = Idg + 4(f — Idg) donc f2 — 4f + 3ldg = 02k,
c’est-a-dire (f —Idg) o (f —3ldg) = 0»(g)-
Onadonca=1et b=3.

1
d) En s’inspirant des calculs faits & la question 3.a), posons :p = —b(f — bldg) = Idg — 3 et
a—

1
= —_— — I = —.
q b—a(f aldp) 5

Les relations p? =p, ¢> =¢q, pog=qgop=0 et f* = a"p+ b"q sont alors immédiates compte tenu des
calculs précédents.

EXERCICE 5 :

1. a) Puisque deg(A) =n et deg(P) < m, il est clair que deg f(P) = deg(AP' — PA’") <n+m —1.
Ainsi: p=n+m—1.

b) D’aprés ce qui précede, f est bien une application de R,,[X]| dans R,[X]. Sa linéarité découle
immédiatement de la linéarité de la dérivation.

c) Calcul immédiat : f(QA) = Q'A2.

d) Sur I, intervalle ot A ne s’annule pas, on a, pour P € R,,[X] :

<5>’ _PA-PA_ [(P)

A A? A?
!

P P
donc f(P) =0+ (Z) =0 1= cste. Ainsi, Ker f est 'ensemble des polynomes de R,,[X] de

la forme AA avec A € R. Puisque A € R,,[X] par hypothese, Ker f est exactement la droite vectorielle
engendrée par A.

On déduit alors du théoréme du rang : rg(f) = dimR,,[X] — dim(Ker f) = (m + 1) — 1 = m.

2. Nous allons ici traiter les deux questions en méme temps.
Puisque (X%)o<i<m est une base de R,,,[X], la famille (f(X?))
de Im f d’apres un résultat du cours.

Or f(A)=0,soit f(X"+ ap-1 X" '+ + a1 X 4+ ag) =0 soit, par linéarité de f :

o<icm = (Yi)ogi<m est une famille génératrice
AN

n—1 n—1
Yo =f(X") ==Y af(X*) == arYr.
k=0 k=0

Ainsi Y,, est combinaison linéaire de la famille (Yvi)iE[[O;m]]\{n}a donc d’apres un résultat du cours, la famille
(Yi)ic[o;m]\{n} est encore génératrice de Im f.

Enfin, puisque cette famille comporte m éléments et que dim(Im f) = m d’aprés la question précédente,
c’en est une base.

3. a) Un polyndme de R,[X] divisible par A? s’écrit sous la forme UA? avec U € R[X] tel que
deg(UA?) < p=n+m—1donc degU < p—2n=m-n—-1(m—-n—-1>%2—1>0 compte
tenu des hypotheses).

On peut alors trouver un polyndéme @ tel que Q' = U ; on aura deg@ = degU + 1 < m — n, donc
deg(QA) < (m—n)+n=m et QA € R,,[X].
D’apres la question 1.c, on a f(QA) = Q'A? = UA? donc UA? appartient bien & Im f.

b) e Soit S € R,[X]. La division euclidienne de S par A s’écrit: S = UA?+R avec deg(R) < deg(A?) = 2n.
Puisque 2n — 1 < p=n+m—1, on a R € R,[X] donc aussi UA? € R,[X]. D’apres la question
précédente, UA? appartient & Im f donc, puisque Im f est un espace vectoriel, on aura bien :
Selmf< Relmf.

e Pour tout i € [0;m],

}/i = f(XZ) = (Xn + anilxnil + e + CLIX + CLO) (ZX’Lil) — (an71 + (n - 1)an71Xn72 + e + 2a2X + al)X’i

— (=W)X i (= Dlana X

doncsi i #n, deg(V;))=n+i—1.

Ainsi, deg(Yp) = n—1,...,deg(Yn-1) = 2n — 2,deg(Yrt1) = 2n,deg(Yn42) = 2n + 1 ete. Puisque
R eImf = Vect({Yo,...,Yn-1,Ynt1,Yoio,..., Y }) et que deg(R) < 2n — 1 par définition de la
division euclidienne, on a nécessairement R € Vect({Yo,Y1,...,Yn_1}).
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4. a) Puisque i = f(P) - (P

I
S
Ve Ve Z) , Pensemble des primitives sur I de — est I’ensemble des fonctions de la

A2

forme B + cste
a1 .

b) En particulier, puisque Y; = f(X?), /

5. Application numérique ennuyeuse, & finir...

EXERCICE 6 :

1. a) pop=(pog)o(pog)=po(gop)og=po(pog)og=(pop)o(gogq)=poq=¢ donc ¢ est bien un
projecteur.
b) e Montrons que Ker ¢ = Kerp + Ker ¢ par double inclusion.

— Soit x € Kerp + Kerq : il existe a € Kerp et b € Kerq tels que x = a + b ; on a alors, puisque
pog=qop: p(x)=qop(a)+poq(b)=0 puisque p(a) = q(b) = 0.
Ainsi, = € Ker g, ce qui prouve I'inclusion Kerp + Kerqg C Ker ¢.

— Soit 2 € Kerp. On a bien siir : « = g(z) + [z — q(z)] ; or ¢(x) € Kerp puisque p[q(z)] = p(z) =0,
et  — q(z) € Kerg puisque ¢[z — q(z)] = q(z) — ¢*(z) = q(2) — q(x) = 0.
Ainsi z € Kerp + Ker g, ce qui prouve 'inclusion Ker ¢ C Kerp + Kerg.

e Montrons que Im¢ = ImpNImq par double inclusion.
Pour cela, on utilisera plusieurs fois la propriété fondamentale suivante : l'image d’un projecteur est
aussi l’ensemble de ses vecteurs invariants.

— Soit x € ImpNImgqg. Alors p(z) =2 et g(x) =z donc x = pog(z) = p(x) et z € Imp.
Cela prouve l'inclusion Imp NImgq C Im .

— Soit € Im . Alors = ¢(x) donc = = p[g(x)] et € Imp et x = ¢[p(z)] donc z € Imgq.
Finalement, z € Imp N Imq, ce qui acheve la démonstration.

2. On démontre I’égalité Keru = Ker p N Ker ¢ par double inclusion.

— Si z € Kerpn Kerq alors p(z) = g(z) = 0 donc évidemment u(z) = p(z) + q(z) = 0. Cela démontre
Iinclusion KerpNKerq C Keru.

— Soit x € Keru. Alors p(z) = —q(z). En appliquant p a cette égalité, puisque p o p = p, on obtient
p(x) = —poq(z) ; en appliquant ¢ on obtient de méme —g(x) = g o p(z) ; on a donc

p(z) = —poq(x) = —q(z) = gop(z) = poq(z)
donc p(z) = ¢q(x) =0, et on a bien = € Kerp N Ker g, ce qui prouve la deuxiéme inclusion cherchée.
3. a) u—ap=p+q— apq. Puisque p,q et pg commutent, et que p2 =p, q2 =gq,ona:
(u = ap)? = p* + ¢* + 2pg — 2ap?q — 2apg” + @*p*¢* = p + g + (o — 4a + 2)pg
Donc :

(u—ap)? =u—ap < (o’ —da+2)pg=—apg <= (a® —3a+2)pg =0
< a=1loua=2oupqg=0.

b) — Si z € Keru, alors u(z) =0, et € Kerpn Kerq (d’apres 2.), d’ou p(z) = ¢(z) = 0, et, par suite,
o(x) =pogq(x) =0, puis (u—¢)(x) =0. Ainsi : Keru C Ker(u — ¢).
— Réciproquement, si € Ker(u—¢), ona: u(x) = ¢(z), d’ou p(x)+q(z) = pog(z), puis, en appliquant
p, on obtient : p(x) +pog(x) =pog(x) dou p(x) =0, soit z € Kerp. On obtient de la méme fagon
x € Kerg, d’ot « € KerpNKerq = Keru, soit Ker(u — ¢) C Keru, puis I'égalité.

4. - Siz e€lImpnlImg, alors p(z) = q(z) = x, d’ott u(z) = p(x) + q(z) = 2z, et € Ez. D’ou l'inclusion
ImpNImgqg C Es.

— Réciproquement, si © € Eo, on a p(x)+ ¢(z) = 2z. En appliquant p, on obtient : p(z)+poq(x) = 2p(zx)
d’ou p(x) = poq(z). De méme, en appliquant ¢, on obtient : g(x) = g o p(x).
Puisque po g = qop, on en déduit p(z) = ¢(x), et finalement p(x) = g(x) = . Donc € ImpNImg,
et E5 CImpNImg, ce qui donne 1’égalité demandée.
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5.a) Si z € By, u(z) =z, dou p(z) + q(z) = z. En appliquant p, on obtient p(z) + po q(z) = p(x), soit
p(x) =pog(z) =0 et z € Kero.
Ainsi, Fy C Kerp.
b) Si z € Kerp, p(z) =0 d’ou ¢(p(z)) = 0 puis p(g(z)) = 0 et ainsi, g(z) € Kerp. Donc Kerp est stable
par q.

c) — Soit z € E;. Puisque = € Keryp = Kerp + Kerq (cf. 5.a et 1.b), il existe z, € Kerp et x4 € Kerg
tels que z =z, + 4.
On a alors :
u(z) = p(x) + q(z) = p(xp) + q(zp) + p(x4) + q(zq) = q(zp) + p(24)

et, puisque u(z) =z : & = q(x,) + p(zq).
Or, q(z,) € Kerp (d’apres 5.b), et, évidemment, ¢(z,) € Imgq.
Donc ¢(zp) € KerpNImg, et, de méme, p(z,) € KergNImp.

Finalement, z € (KerpNImgq) + (KergNImp), et By C (KerpNImg) + (KergNImp).

— Réciproquement, soit z € (KerpNImgq) + (KergNImp). Alors, il existe 21 € Kerp N Imgqg et
x2 € KergNImp tels que x = x1 + x2.
On a alors : p(z) = p(x1) + p(z2) = 1 (car 1 € Imp et x2 € Kerp), et, de méme, ¢(x) = z2. On
en déduit : u(z) = p(x) + ¢(x) = 1 + 22 = x, d’olt : © € E1, soit I'inclusion réciproque, puis 1’égalité
cherchée.

— Enfin, la somme ci-dessus est directe car Imp N Ker g N Img N Kerp = {0}, puisque
ImpNKerp =TImgnKerqg={0} (p,q projecteurs).

d) — D’apres ce qui précede, si x € Ey, il existe 1 € ImpNKergq et x5 € ImgNKerp tels que © = x1 4+ 2.
Ona: p(z1) =1 ; q(x1) =0; p(x2) =0 q(x2) = 22, dou :
(P — @)1 — 32) = p(a1) — q(21) — p(x2) + qla2) =731 + T2 = 2.
Ainsi, 2 = (p — ¢)(x1 — 22) € Im(p — q), et donc : Ey C Im(p — q).

— Réciproquement, si z € Im(p — ¢),il existe y € E tel que ©z = (p — ¢)(y), et on a alors :

p+a)@) =@+do@—a) =@ —)y) = -9y ==z, dot z € Er, et ITm(p —q) C En,
puis enfin I’égalité cherchée.

6. o i) = ii) :si Ey = {0}, alors Imyp =ImpNImg= FE; = {0} (d’aprés 1.b et 4.), ot : ¢ = 0.
e ii) = iii) :si p =pog=qop=0,alors u> = (p+¢q)? = p+q=u, donc u est un projecteur.
e iii) = iv) : si u est un projecteur, alors E = E; & Ker u directement d’apres le cours.

e iv) = i):si FE = FE;®Keru, alors, pour tout « € E, il existe x1 € E; et x2 € Keru tels que . = x1+x2.
On a alors u(x) = x; donc :
x € By = u(z) =22 = a1 = 2(x1 + 22) = 21 = =229 = 21 = 22 = 0 (car Ey NKeru = {0}), d’out
z=0.

Finalement, on a bien FEy = {0}.
7. o i) = ii) : Keru = {0} = Ker(u — ¢) = {0} (d’aprés 3.b). Or, d’apres 3.a, u — ¢ est un projecteur, d’ou
u—@=1Idg, et u—Idg = ¢ est donc un projecteur (d’apres 1.a).
e ii) = iii) : si u — Idg est un projecteur, alors, d’apres le cours, :
E =Ker(u—Idg) ® Ker((u — Idg) — Idg)) = E1 @ E> .

e iii) = i) :si £ = E; @ E», alors, pour tout x € E, il existe x1 € E; et x5 € Ey tels que x = x1 + 25.
On a alors u(x) = u(z1) + u(r2) = 1 + 222. Donc :
x €Keru= 21 =229 =21 =29 =0 (car F1 N Ey; ={0}), d’ott z =0.

Finalement, on a bien Keru = {0}.
8. e i) = ii) :si Ey = {0}, alors Im(p — q) = {0} (d’aprés 5.d), d’ou: p =gq.

1
e ii) = iii) : si p=g¢, alors u=p+ ¢ =2p donc JU=r=4 est un projecteur.

e iii) = iv) :si U est un projecteur, alors, d’apres le cours :
E = Ker (3 ) @ Ker (5 —1dp ) = Keru @ Ker (u—21dg) = Keru @ .

e iv) = i) :si E=Keru® E2, alors E; = {0} : cela se démontre comme dans 6) (iv) =i)) ou dans 7) (
iii) = i))
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u = p+ ¢ doi, puisque p et ¢ commutent et vérifient p> = p et ¢> = q : u? = p+ q+ 2pq et
u? =p+ g+ 6pg, d’ou facilement : u3 — 3u? 4+ 2u = 0.

Procédons par "analyse-synthese”, comme certains d’entre vous aiment le dire...

— Supposons que E = Keru & Fy & FEs. Alors, pour tout x € E, il existe zg € Keru, 1 € Fp et
xo € Fy tels que : © =x9 + 21 + 2.

Dot : u(z) = 21 + 2w2 et u?(z) = 1 + 4as.

2(x) — 3 1
Ainsi, nécessairement, xo = M, x1 = 2u(x) —u?(z) et 39 = — §u(x) + Euz(:v)

Cela prouve 'unicité de la décomposition, si elle existe.

— Réciproquement, pour tout x € F, on a I’égalité évidente :

x = (:17 - gu(x) + %uQ(:zr)> + (2u(z) — v (z)) + (M)
et on vérifie alors que zo = x — §u(:1c) + %u2(:v) appartient a Keru :
u(zo) = u(x) — %u2(x) + %u3(:17) =u(z) — %u2(:17) + % (3u2(x) —2u(z)) =0

et, de méme, 1 € Eq et a9 € Fs.

On a donc bien F = Keru+ FEj + F5, et la somme est directe d’apres une remarque précédente.

EXERCICE 7 :

1. Pour plus de clarté, on rappelle ici les hypotheses : le diagramme ci-dessous est commutatif, et les deux
lignes sont des suites exactes.

a)

b)

)

f g h i

A B C D E
f’ g’ h' i’

A B’ o4 D’ E’

On suppose donc ici a surjective et b et d injectives.

Pour montrer que ¢ est injective, il suffit de montrer que Kerc = {0}.

Soit donc z € Kere. On a ¢(z) =0 donc ' oc¢(z) =0. Mais h’oc=doh; on a donc doh(z) =0 et,
puisque d est injective, cela implique h(z) =0.

Ainsi, x € Kerh =TIm g : il existe y € B tel que # = g(y). La relation ¢(z) = 0 donne alors cog(y) =0;
mais cog =g ob, dot ¢'[b(y)] =0 et b(y) € Kerg’ =Im f’ : il existe z € A" tel que b(y) = f'(2).
Puisque a est surjective, il existe ¢t € A tel que z = a(t) ; on a donc b(y) = f'oa(t). Mais ffoa=bo f
d’ou b(y) = bo f(t), ce qui implique, b étant injective, y = f(¢). Ainsi y € Im f. Mais Im f = Kerg
donc g(y) =0 soit x =0 : on a donc obtenu Kerc = {0}.

On suppose maintenant e injective et b et d surjectives.
Il faut montrer que ¢ est surjective.

Soit donc z € C’. 1l faut montrer que z posséde un antécédent par c.

h'(z) € D' et d surjective, donc il existe y € D tel que h'(z) = d(y). D’autre part, h'(z) € Im h’ = Ker+’
donc i’ o h'(z) =0, soit i’ o d(y) =0 et puisque i’ od = e oi on obtient eoci(y) =0.

e injective implique i(y) = 0 soit y € Keri = Imh : il existe z € C tel que y = h(x). Ainsi,
h'(z) =d(y) = do h(x) et puisque doh = h'oc on obtient h'(z) = h' o ¢(x) soit h'[z — ¢(x)] = 0.
Donc z — ¢(z) € Kerh/ =Imyg’ : il existe t € B’ tel que z — ¢(z) = ¢'(t) et puisque b est surjective,
il existe u € B tel que t = b(u), soit finalement z — c¢(z) = ¢’ o b(u). Mais g’ ob = co g donc on a
z—c(x) =cog(u) dot z = clx + g(u)] et z appartient & Im e, ce qu’il fallait démontrer.

découle directement des deux résultats précédents.
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2. La encore, pour plus de clarté, rappelons les hypotheses : le diagramme ci-dessous est commutatif, les trois
colonnes et les deux premieres lignes sont des suites exactes.

{0} {0} {0}

f f

{0} F ' F" {0}
g g’

{0} G G’ G" {0}
h h'

{0} H H' H" {0}

{0} {0} {0}

1l s’agit de démontrer que la derniére ligne est une suite exacte, ce qui équivaut a : h injective, h’ surjective et
Imh=Kerh'.

e Démontrer que h' est surjective est assez simple.

En effet, v” et ¢’ sont surjectives par hypothese. Il en est donc de méme de v” o g’ = b’ ov’. La surjectivité
de h' o9’ implique immédiatement celle de h'.

e Montrons maintenant que h est injective, c’est-a-dire Kerh = {0}.
Soit x € Ker h, c’est-a-dire h(x) = 0. v étant surjective, il existe y € G tel que z = v(y) d’ou howv(y) = 0.
Mais hov =1v"og donc v' og(y) =0, d’ott g(y) € Kerv' =Imw’. Il existe donc z € F’ tel que g(y) = u/(2).
Puisque Im g = Ker ¢’, on aura ¢’ o g(y) =0 d’ott ¢’ ou/(z) = 0. Mais ¢’ ou' =" o f/ donc u” o f'(2) = 0.
u” étant injective, cela implique f/'(z) =0 donc z € Ker f/ =TIm f : il existe t € F tel que z = f(¢).
On a ensuite g(y) = v’ o f(t) = g ou(t). Puisque g injective, cela implique y = u(¢) donc y € Imu = Kerv
d’ott v(y) =0 soit =0, ce qu’il fallait démontrer.

e Il reste & démontrer Im h = Ker h’. Pour cela, nous allons procéder par double inclusion.
— Montrons d’abord : Imh C Kerh' :

Soit z € Im h ; il existe y € H tel que z = h(y). Puisque v est surjective, il existe = € G tel que y = v(x)
donc z =how(z) =0 og(x).

On a alors h'(z) = (b ov') o g(x) = (v 0 ¢') o g(x) = 0 puisque ¢’ 0 g = 0 puisque Im g = Ker ¢’. Ainsi
z € Ker b/, ce qui démontre I'inclusion cherchée.

— Montrons maintenant : Kerh' C Imh :

Soit x € Ker b/, c’est-a-dire € H' et h'(x) = 0. Puisque v’ surjective, il existe y € G tel que x = v'(y)
donc A’ o v'(y) = 0 soit v o ¢'(y) = 0.

" étant surjective, il existe t € F’

Alors ¢'(y) € Kerv” =Imu” : il existe z € F” tel que ¢'(y) = u”(2). f
el que z = f/(t) donc ¢'(y) =u" o f/(t) = g’ o u/(¥).

Par suite, ¢'[y — v/(t)] = 0 c’est-a-dire y — v/(t) € Kerg'. Mais Kerg’ = Im g donc il existe a € G tel
que y —u'(t) = g(a), soit y = u'(t) + g(a).

Par linéarité, on a ensuite z = v/(y) = v/ ou(t) + v og(a) ; or v/ o’ = 0 puisque Imu’ = Kerv’, et aussi
v og=how, donc x =how(a), ce qui implique z € Imh, ce qu’il fallait démontrer.
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