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PROBLEME : BANQUE PT 2015

I. PARTIE I

On considere l'espace vectoriel R*. On note (e1, e, e3,¢e4) la base canonique de R*.
On considére la matrice A € My(R) définie par

-7 =16 7 -4
9 -3 -4 -7
T -4 -7 -16
-4 -7 9 =3

A=

On note f I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est A.

1.

(=2 I L S N U V)

II.

a) Calculer f(e1), f2(e1).
b) Montrer que la famille (e1, f(e1), f2(e1)) est lide.
. Montrer que méme que la famille (eq, f(e2), f2(e2)) est lie.
. Montrer que la famille B = (e1, f(e1), ea, f(e2)) forme une base de R%.
. En déduire que pour tout = € R*, f2(x) + 10f(x) 4+ 100z = 0.
. Ecrire la matrice de f dans la base B.
. La matrice A est-elle diagonalisable ?
PARTIE II

On se place dans Iespace vectoriel R? et on considére un endomorphisme f de R?%. Soit  un vecteur
non nul de RY. On considére la suite (%p) ey définie par récurrence

rog =2
Vn =20 x,41 = f(zn)

et on note E, = Vect(z,,n € N).

1.
2.
3.

Montrer que FE, est stable par f.
Soit F' un sous-espace vectoriel de R% contenant x et stable par f. Montrer que E, C F.

Soit p le plus grand entier tel que (zg,21,...,%p—1) soit une famille libre.
a) Justifier Pexistence d’un tel entier p.

b) Montrer qu’il existe des réels ag, ai,...,ap—1 tels que

p—1
Tp = Z a;X;.
1=0

¢) On note E/ = Vect(zo,...,zp—1). Montrer que E est stable par f.
d) En déduire que E, = E}, et que la famille B , = (z0,...,2p—1) est une base de E,.

On note f I’endomorphisme de E, obtenu comme restriction de f a FE,. Donner la matrice de
f dans la base B,.

Montrer que la famille (Id, ff2 .., ff”_l) est une famille libre de £(E,).

. a) Montrer que pour tout k < p,

fp(wk) = apxg + alf(xk) e ap—lfp_l(xk)-

b) En déduire que l'on a

A

fp_ap_lfp—l — —a(]IdZO.
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ITII. PARTIE I11

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie et f un endomorphisme de E.
On note \; (1 < i < p) les valeurs propres réelles deux a deux distinctes de f, et E; les sous-espaces
propres associés. On suppose que f est diagonalisable.

1. Soit z € .

a)

b)

d)

e)
f)

Montrer qu’il existe des vecteurs x; € F; tels que

p
1=1

Cette décomposition est-elle unique ?

Notons ¢ le nombre de vecteurs x; non nuls dans la décomposition précédente et supposons
pour simplifier que ce sont les ¢ premiers. Montrer que (z,...,z,) forme une famille libre.

Exprimer f*(z) pour 1 <k < ¢—1 en fonction des (z;,1 <i < q).
Supposons qu’il existe des réels aq,as,..., a4 tels que
a1z + agf(z) + -+ agfT (z) = 0.
Montrer que le polyndéme
P(X)=a;+asX 4 -4 q, X7

admet Aq,...,)\; comme racines.
Montrer que la famille (z, f(z),..., f7}(x)) est libre.
Montrer que E, = Vect (z, f(x),..., f¢~!(x)) puis que E, = Vect (z1,...,2p).

2. Soit F' un sous-espace stable par f. On note F; = FNE;. Soit x € F'. On décompose x comme
précédemment

p
l’:E ZT;

1=1

avec x; € Fj;.

Déduire de la question précédente que x; € F;.

3. On suppose ici que £ = R3 et que la matrice de f dans la base canonique est donnée par :

a)

1 1 -1
B=111 1
1 1 1

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

b) Déterminer les sous-espaces propres de f.

c)

Déterminer les sous-espaces stables par f.
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