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CORRIGE DU DM n°7 (EPITA 2019 MP PC PSI (3 heures)) I

11 s’agit ici du corrigé officiel fourni par I'EPITA (a part la partie informatique).

Dans toute la résolution de ce probleme, « est un réel strictement positif, sauf le temps de la question 7.(a).

De plus, nous posons :
o

Vn € N, Vx €]0, +oo[, fu(x) =e "

PARTIE | : premieres propriétés des fonctions S, (« > 0).

1. a) Soit x € R. Pour tout n € N, ona: e~ = (¢7*)". On en déduit que la série ) _ e~ est une série
n>0
géométrique, de raison e~ ; elle converge donc si et seulement si e=* €] — 1, 1], si et seulement si
x> 0.
Ainsi la série de fonctions définissant S; converge simplement sur |0, +co[. Toujours en y recon-
naissant une somme de série géométrique, on peut expliciter S;(x) pour tout x > 0 :

Vx>0, Si(x)= (e_x)n =

Or: lim 1 = +00. On en déduit :
x—0t X

¢) Pour tout x >0,on a:

Or: lim e * =0.0On en déduit :

X—>+00

lim (S;(x)—1) = 0.

X—+00

2. a) Soit x <0.Pourtout n € N,ona —xn®>0,donc: Vn € N, e " > ¥ = 1. Ainsi (e*x”w) N ne
ne

. — o . .on
converge pas vers 0, donc la série 2 e " diverge grossierement.
n=0

. < 2 < . 2 . — x
b) Soit x > 0. D’apres le théoréme des croissances comparées, on a : lim n%e~*" = 0. On en

n——+oo
« 1
déduit: e = o < >

n——+00 n2

. —xn® 1 R o L. L. .
Les séries Z e ¥ et Z — sont a termes positifs et la seconde série est une série de Riemann
n>1 n>1
convergente du fait que 2 > 1; d’aprés le théoréeme de comparaison des séries a termes positifs,
z . 2 — o .
on en déduit que la série Z e ¥ convergesi x > 0.
n>0

o) 1l est démontré dans les deux questions précédentes que la série ) e~ "

n>0

converge si x > 0 et

+o0o

diverge si x < 0. Ainsi la somme S,(x) = ¥ e~ n’est définie que si x > 0, et la fonction S, a
n=0

pour domaine de définition ]0, +o0].
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o

3. a) Soit ¢ > 0. Pour tout n € IN et tout x € [¢, +co[, ona: ‘e_"” = ¢ " < =" On en déduit :

VHE]N, 0< an”ooge_sna/

ot la norme infinie est considérée sur [¢, +00[ (nous avons défini f, en préambule).
Or nous avons démontré dans la question 2.(b) que la série ) | e~ converge (prendre x = ¢).
n=0
D’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que la série de
fonctions Z fn converge normalement sur [¢, +oo[. En particulier, pour tous réels a et b tels que
n>0
0<a<b,ona [ab] C[a,+oo[, et la série de fonctions Z fn converge normalement sur [a, +oo[ ;
n>0
elle converge donc aussi normalement, et en particulier uniformément, sur [a, b].
Puisque la série de fonctions ) _ f, converge uniformément sur tout segment inclus dans 0, +-co] et
n>0

que, pour tout n € IN, la fonction f,, est continue sur |0, +oo[ (c’est la composition de 1’application
polynomiale x — —xn®, continue sur ]0,+oo[ et a valeurs dans IR, et de I’exponentielle qui est

+00
continue sur R), on en déduit que la somme S, = Y. f,; est continue sur |0, +oo].
n=0
b) Pour tout n € IN, l'application f,, est décroissante sur |0,+oo[, en tant que composition de

I'application x — —xn®, décroissante sur ]0,+co| et a valeurs dans R, et de l'application
exponentielle qui est croissante sur R. On en déduit, pour tout n € IN et pour tous réels x et

ytelsque 0 <x<y:
fu(y) < fu(x),

et en sommant de 0 & o0 on a, pour tous réels x et y tels que 0 < x <y : Sy(y) < Su(x). On en
déduit que la fonction S, est décroissante sur ]0, +oo].

Une fonction monotone admet une limite, éventuellement infinie, en les extrémités de son domaine
de définition. On en déduit que la fonction S, admet une limite finie ou infinie en 0 et en +oco.

o) On rappelle le théoreme de la double limite :
Soit 2 fn une série de fonctions définies sur un intervalle I, et soit a2 une extrémité (éventuellement
n>0
infinie) de I. On suppose que :
- la série de fonctions ) _ f, converge uniformément sur I ;
n>0

— pour tout n € IN, la limite : lig’l fn(x) = £, existe et est finie.
X—a

“+o00 “+o0
Alors la série ) £, converge, etona: )1(11)1}1 Yo falx) =) la.
n>0 n=0 n=0
Or nous avons démontré dans la question 3.(a) que la série de fonctions Z fn converge nor-
n=0
malement, donc uniformément, sur l'intervalle [1,+oo[ (prendre € = 1; en vérité, le choix de ¢
n’importe pas ici). De plus,

. 1 sin=0,
vneN, ngoofn<x)_{ 0 sin>1,

donc, pour tout n € N, liIE fn(x) existe et est finie. On en déduit, d’apres le théoreme de la
X—r—+00

double limite : .

lim Sy(x) =) lim fu(x) =1

X—+00 =0 X—r+00

d) Soient N € N et x > 0. Pour tout # € N, ona e ¥ >0, donc :

N N 400 o N N
Su(x) =Y e+ ) e ) e
n=0 n=N+1 n=0

xn®

Or, pour tout n € N, on a : lime ¥ = ¢’ = 1, par continuité de I'exponentielle en 0. On en

x—0
déduit, quand x — 0,

N
lim S (x) > Y 1=N+1,

x—0 =0
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I'existence de la limite dans le membre de gauche étant bien établie dans la question 3.(b). Elle est

soit finie, soit infinie; mais si elle est finie, égale & un réel ¢, alors prendre un entier naturel N tel

que : N +1 > ¢ (il en existe vu que : Nlim (N+1) = +oo; prendre pour N la partie entiere de
—>+00

¢ par exemple) implique une contradiction dans I'inégalité ci-dessus. On en déduit que lin’(l) Sa(x)
x—

ne peut qu’étre infinie, et S, > 0 donc :

lim S, (x) = 4o0.

x—0
PArTIE II : étude de la fonction Ss.

4. On note qu'il s’agit, dans cette question, d’effectuer une comparaison entre série et intégrale.

a) Soient n € N et x > 0. L'application t ~— #> est croissante sur Ry, et —x < 0, donc l'application
t — —xt? est décroissante sur IRy, et a valeurs R. En composant avec I'exponentielle, qui est

xt2

croissante sur R, on en déduit la décroissance de l'application t +— e™" sur R, .

Elle I’est donc en particulier sur [n,1n + 1], et on en déduit :
Vi e [ﬂ,l’l +1], e—x(n+1)2 < e—xtz <e ¥,

En intégrant cette inégalité sur [n,n 4 1] (ce qui est possible parce que les applications sont
manifestement continues sur ce segment), la croissance de l'intégrale nous donne :

1 1 1
/n+ e~ X(n+1)? g < /n+ e dt < /n+ e dt.
n n n

Or nous intégrons des fonctions constantes aux extrémités de cet encadrement, sur un segment de
longueur 1. On a donc simplement :

n+1
e—x(n+1)2 dt < / e—xtz <e ¥, 1)

n

d’ou1 le résultat.

b) Soit x > 0. La série Ze*x’ﬂ converge d’aprés la question 2.(b), et 'application t e est
n=0

continue et décroissante sur IR” . D’aprés le théoréme de comparaison entre série et intégrale on en

n+1
déduit que la série ) | / e
n>0 7"
la relation de Chasles.
Dongc, en sommant (1) pour 7 allant de 0 & +o00,on a:

400
—xt2 2 2 —xt2 N
" dt converge également, et sa somme égale / e~ dt d’apres
J0

400 , T ntl ) +o0 )
Z e—x(n+1) < Z/ e—xt dt < Z X1
n=0 n=0"" n=0

En faisant le changement d’indice n — n + 1 dans la premiére somme, et en utilisant la relation de
Chasles dans la seconde somme, on obtient :

+00

Sa(x) —1< / e dt < Sa(x).
0

On relie l'intégrale en jeu a l'intégrale (de Gauf$) de I'énoncé via le changement de variable affine :

u = y/xt, licite parce que t — /xt est de classe C! (et: du = +/xdt), et est une bijection

strictement croissante de [0, +oo[ dans [0, +oo[. On obtient alors :

1 e
Sx—1<—/ e du < Sy(x).
2w -1< T ()

400
e du = g On en déduit :

D’apres I'énoncé : /
Jo
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c) L'inégalité précédente se réinterprete aussi de la fagon suivante :

Vx>0, Sy(x)<

Autrement dit :

A 0, <S < .
x > 2\/§ 2(36) 2\/J_C+
On en déduit :
vr>0, 1<20) g, 2VF
VT L
24/x

Les deux extrémités de cet encadrement ont clairement pour limite 1 quand x — 0, donc d’apres

le théoreme des gendarmes : lim Sa(x) _ =1. Ainsi:
x—0 \/_

g

Sz(x) X:O 2 ﬁ '
Or: hm+ 7 = +400. On retrouve donc la limite obtenue a la question 3.(d) :
x—0

lim SQ(X) = +o0.

x—0+

5. a) Soit x > 0.0On a e x0? — 1 et e ¥17 = e *,donc:

I B o —xn?
Sp(x) —1—e =) e ",
n=2

2 2

Pour toutentier n >2 ona n“ >n,or —x < 0,donc: —xn

on en déduit :

< —xn. L'exponentielle étant croissante,

Sp(x) —1—e* Ze_"”,

d’ot1 le résultat pour tout x > 0 (I'existence de cette somme fut établie en question 1.(a)).

—+o0
b) Soit x > 0. Nous avons calculé la somme Z e " dans la question 1.(a). En l'utilisant, on obtient :
n=0
i"e_m _ 1 (e = 1— (1—6_")7(1—1—6_") _ 1—(1—5—“) _ 6_2]: ‘
— 1—eX 1—eX 1—eX 1—eX
n=2
On en déduit, suivant 'inégalité de la question précédente :
e—X
Vi>0, 0<e’(Sy(x)—(1+e™))< =

Nous avons déja calculé la limite de la quantité du membre de droite quand x — +o0, dans la ques-
tion 1.(c) : elle égale 0. D’apres le théoreme des gendarmes, on a donc : LHE e* (Sp(x) —(1+e7%)) =0.
X o0

On en déduit :
So(x) —(1+e )= o (e7¥),

ce quon réécrit: Sp(x) =1+e ¥+ o (e7¥).
X—r400
De cela on déduit immédiatement, par définition d’un équivalent :

L, X —X ~ —X
Sp(x)—1=e + 0 (e7) e .

—+0o0 x——+00

6. a) Soient N € N et x > 0. On reprend la premiére inégalité de la question 4.(a), en sommant n de
N a +oco (nous avons déja justifié que c’est possible dans la question 4.(b)), et on obtient :

oo
Z p—x(n+1)2 / o gt
N

Il suffit de faire le changement d’indice de sommation n +— n + 1 dans la somme pour obtenir

I'inégalité voulue :
+00 +o0
e 2
E e " </ e > dt.
N
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b) Soient N € N et x > 0. On a, d’apres la question précédente :

So(x) — i e = Jrzo:o e < /+oo e dt (2)
2 = < /s .
n=0

n=N+1

Pour estimer cette intégrale nous suivons l'indication de 1’énoncé en faisant un changement de

variable. Le passage de et 3 ot suggere le changement de variable : u = xt2.
L'application t + xt?> est de classe C! sur [N, +oo], et strictement croissante de [N, +oco[ dans

+00
[xN?, +00[. Le changement de variable : u = xt? dans l'intégrale / e dt est donc licite (on

N
a: du = 2xtdt). Cette intégrale converge d’apres la question 4.(b), et on a :

2
/HO e dt = /Ho et 2obdt 1 et " (2xt dt)
N N 2xt 2x N Va2 ’

+o0 ,—U

donc l'intégrale / du converge d’apres la formule du changement de variable, et :

xN?2 \/ﬂ

—+00 xt2 d 1 —+o0 €7u d
e = —— u.
A 2x JxN2 Ju

Reprenant 1'inégalité (2), on en déduit :

1 —+00 e—u d
— —= du.
2/x JxN2 \u

reste a majorer cette derniére intégrale. On saurait I'intégrer sans dommage sans la présence du
I rest tte d t le. O t l'int d 1 d

N 2
So(x) = ) e <
n=0

quotient par \/u. On y remédie en majorant —= par une constante : pour tout u# > xN? on a

Vi
Vu > VxN2 = N/x,donc:

oo ,—U 1 +oco 1 —xN?
/ ¢ _du< / e *du = [—e i = ¢
X

JxN2 ﬁ Nﬁ

On conclut :

1 +oo p—U 1 efo2 efoz
—du < X = ,
2x Jxn2 \u Nyx Nyx  2Nx

d’ot1 le résultat pour tout N € IN et tout x > 0.
—xN?

N 2
Sp(x) = ) e <
n=0

¢) Soit x > 0. Si, pour e >0,0na: < g, alors:

N
2
0<S(x) =) e <g
n=0
N 2
et dans ce cas la somme partielle ) ¢™*"" donne une valeur approchée de S(x) a ¢ pres.
n=0
Le programme Python qui suit est élémentaire.

from math import exp

n=20

u_n = 1 # représente exp(-xn~2)
S = 0 # sommes partielles

eps = le-7

x =1

erreur = 1

while erreur > eps:
S +=1un
n+=1
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u_n = exp(-x*n*n)
erreur = u_n/(2*n*x)

print(’S(’,x,’) = ’,8,’aprés’,n,’itérations.’)

# affiche : S( 1) = 1.3863184898642633 aprés 4 itérations.

ParTIE III : étude de S,(x) quand x tend vers 0 et +oo.

7. On note que I’ est la fonction I' d’Euler.

a) Soit & € R. L'application u s e “u*~! est continue sur ]0, +-o0[, donc intégrable sur tout segment
inclus dans |0, +oo[ : les seuls problemes éventuels d’intégrabilité sont au voisinage de 0 et de
+o0. La fonction étant positive, on peut procéder par relation de comparaison.

Convergence de l'intégrale / e “u*~1du. La convergence équivaut ici a l'intégrabilité, toujours par

positivité de 'intégrande. On a :
—u, a—1 1 1

e Htu Nu”“:l .
u—0 ut—%

1
L'application u — —— est une fonction de Riemann : elle est intégrable sur 10,1] si et seulement
e

si 1—a < 1, si et seulement si « > 0. On en déduit, par comparaison d’intégrales de fonctions
positives, que l'application u +— e #u*~! est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si a > 0.

1
Ainsi l'intégrale / e “u* ' du converge si et seulement si a > 0.
0

“+o0
Convergence de l'intégrale / e "u*"1du. On a, d’apres le théoreme des croissances comparées :
1

lim u?-u*le~* = (0. On en déduit :

U—r+00
ua— 1
et l= o <—2 .
Uu——+oo \ U

1 .
Or la fonction de Riemann u — o est intégrable au voisinage de +oco parce que son exposant 2 est

strictement supérieur a 1, donc u ~— e~ “u®"1 l’est également d’apres le théoréme de comparaison
des intégrales de fonctions positives.

00
Ainsi l'intégrale / e "u*"!du converge pour tout a € R.
J1 o
En conclusion : l'intégrale T'(a) = / e “u*1du converge si et seulement si les intégrales
0

1 400
/ e "y tdu et / e "u*1du convergent. D’apres I'étude qui précede, leur convergence
0 1

simultanément est assurée si et seulement si a« > 0.
On en déduit que I'(a) converge si et seulement si « > 0.

b) Soient a, et b des réels tels que 0 < a < b. On integre par parties sur le segment [a, b] : I’application
u +— e est continue sur [a,b] et I'application u — u® est de classe C! sur ce méme segment. On
integre la premiere et on dérive la seconde; d’apres la formule de l'intégration par parties, on a
donc :

b b b
/ e "udu = [—e_”u”‘]z - / (—e ) au*Tdu = —e " + e %" + oc/ e “u*1du.
a a a

Or: blirn e~"p* = 0 d’apres le théoréme des croissances comparées, et, du fait que a > 0, on a :
— 400

lime™a* =1 x 0= 0. On en déduit, quand a — 0 et b — +oco dans 1'égalité ci-dessus :

a—0
+o0 +o0
/ e "y du = zx/ e "y 1 du,
0 0

cest-a-dire: T'(a +1) = al'(x).
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00
On a immédiatement : I'(1) = / e du = [—e"] % — 1. Voyons comment, par récurrence sur
0

0
n € IN, on en déduit 'égalité : T(n+1) = n!. Si n = 0, cela vient d’étre établi, vu que 0! =1 et
r(1)=1.
Soit n € N, et supposons que I'(n+ 1) = n!. Alors, d’apres I'égalité démontrée ci-dessus :

I'n+2)=m+1)I'(n+1) = (n+1)n! = (n+1)!, donc I'égalité voulue est héréditaire. Nous
I'avons initialisée, donc par principe de récurrence on a :

VneN, T(n+1)=nl

+o0
r <1> :/ e Mualdu.
a 0

Par un raisonnement analogue a celui de la question 6.(b), mutatis mutandis, le changement de
variable : u = xt* est licite (et on a : du = xat*~1dt), et nous permet d’en déduire la convergence

c¢) Soit x >0.0na:

oo a 1 1 oo «
de l'intégrale / e I (xat® 1 dE) = axﬁ/ e *"dt; or cette intégrale est, a une
0

constante multiplicative pres, I'intégrale I(«) ; ceci démontre donc sa convergence, et on a de plus :

1 oo «
r (—) = ax» / e dt = zxx%I(zx).
e JO

Notons qu’on retrouve 1'égalité démontrée (avec « =2 et N = 0) dans la question 6.(b).

8. a) Soit x > 0. On refait une comparaison entre série et intégrale, comme a la question 4. L’application
t — e~*" est décroissante sur R} par un raisonnement analogue. En reprenant tout ce qu’on a
établi, mutatis mutandis, on a :

gl +°°_ta +oo_ «
Y e </ e dr< ) e,
0 n=0

c’est-a-dire :
Sa(x) =1 < I(w) < Sa(x).
On en déduit : Sy(x) < I(a) +1, et de plus I(a) < Sp(x) donc cet encadrement peut également

' I(a) < < x) < I(@) +

I
1
Or, d’apres la question précédente : I(a) = (E) (on peut effectuer la division car & > 0 et
axs
t

x > 0 par hypothese). On en déduit, en soustrayant I(«) de chaque membre de 1'encadrement :

d’ot1 le résultat attendu.
b) Ona I (%) > 0 : il s’agit de l'intégrale sur |0, +co] d’une fonction CONTINUE, positive et non
identiquement nulle. Ainsi, pour tout x > 0 on a, partant de 'encadrement la question précédente

r <%> > 0, puis ajoute 1 :

ot l'on divise tout par 3
i

axXw

1 .1 PP s /
or — > 0, donc : hrr(1) x« = 0. I est alors immédiat que les deux extrémités de 1’encadrement
X—

ci-dessus ont pour limite 1 quand x — 0. On en déduit, d’apres le théoreme des gendarmes :

lim

e

Sa(x) = 1. C’est-a-dire :

1 1
Sa(x) ~ 1 r (_) .
x—0 X 14
1

1
De plus : lim —T <—> = 400. On retrouve donc le résultat de la question 4.(c) :
=0 yya 14

lim S, (x) = 4o0.

x—0
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9. a) Il suffit de reprendre le changement de variable u = xt* de la question 7.(c) en changeant les
bornes. Si x > 0, alors 'application t — xt* est strictement croissante de [1,4+oo[ dans [x, +oo[, et

on en déduit :

R 1 T 1

/ e ¥ dt = 1/ e My du. (3)
1 DCX& X

b) Soit x > 0, et soit b > x. Nous allons intégrer par parties sur le segment [x,b] : I'application

. , I 1_ A
u — e est continue sur [a,x] et I'application u — uz~! est de classe C! sur ce méme segment.
On intégre la premiere et on dérive la seconde; d’apres la formule de l'intégration par parties, on

a donc :
b b b
/ e Myl dy = {—e_”u%_l} —/ (—e™") (1 - 1) us =2 du
x X x [

= —ebpal f ok 1—1—(——1)/ e Mur2du
X
Or : blim e bbil = 0 d’aprés le théoréme des croissances comparées. On en déduit, quand
— 00
b — 400 dans l’égalité ci-dessus :

+o00 +o00
/ e tyaldy = e Xyl 4 <% — 1> / ety 2 du, 4)
X X

d’ou1 I'égalité demandée pour tout x > 0.
L’objectif de ce qui suit est de démontrer que l'intégrale du membre de droite est négligeable

+00 1
devant e “ux~1du, de sorte a obtenir ainsi un équivalent de l'intégrale de gauche. Pour cela,

X
I’énoncé nous demande de démontrer 1'inégalité :

oo _ 1_ - 1 oo _ 1_q
Vx >0, / e Hun dus—/ e Mux—tdu.
x X Jx

Pour la démontrer, il suffit dutiliser la minoration u > x valable pour tout u > x, qui implique en

particulier :

u, 12

—y 1 _ oy 1 1 —y i
VMG[X,—FOO[, e tyun 2 = 1. ey 1<X Loty g1

En intégrant cette inégalité sur [x, +-00[, on en déduit 'inégalité demandée :

oo 1_o 1 oo 1_q
Vx >0, O</ e Mux" du < —/ e My du. (5)
x X Jx
+oo 1_, Foo 14
On en déduit aisément : / ety du = o < / e Mya~ du> (le quotient des deux
x X—>+00 X

1
intégrales est majoré par oy qui tend vers 0 quand x — +c0). En combinant (4) et (5), on obtient

donc :

o0 1 +00

e 1 _y 1 _, 1

e ¥xu 1:/ e Myrldu— (= -1 / e “us—2du
Jx 0 X

o 1 1 T 1_q
:/ e tustdu+ o / e Htuya—du
Jx xX—+00 X

.+oo B l_l
~ / e "y« du,
xX—4o0 Jy

ce qui est le résultat attendu :
oo 1 1
/ e Muntdu o~ e Fxa L (6)
X

¢) On combine (3) et (6), et on en déduit :

1
oo « 1 oo 1 e ¥yl e~ ¥
/ e dt = 1/ e Myaldu ~ —_—  ~ —.
1 axw Jx X—>+00 XK X—+00 KX

X

A Tévidence, le terme de droite est négligeable devant e * quand x — +oo (puisque :

1 T
lim — = 0), donc l'intégrale / e~ dt est négligeable devant e~ quand x — +co.
X—fo00 XX 1
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10. a) On reprend la comparaison entre série et intégrale de la question 8.(c), mais en sommant a partir
de n =1 au lieu de n = 0, et on ne conserve que la premiére inégalité. On obtient alors :

+oo 14 +OO e
Vx>0, ) e s/ e " dt.
n=2 1

b) Pour tout x > 0,0on a:
+o0 . +o0 .
Sa(x)—1=) e =e ¥4 ) .
n=1 n=2

On en déduit :
—+o0
V>0, e ¥<S(x)—1<e ¥ +)] o (7)
n=2

Or, d’apres les questions 9.(c) et 10.(a), on a :

+00 N +00 "
Vx>0, 0< Ze*x" </1 edt= o (e7Y),

=0 x——+00
4o
ce dont on déduitque: ) e = o (e7¥), puis:
n—o X—r+00
4o
e+ Y e =+ 0 (e7F) ~ e
=0 x——+00 X—+00

Dongc, d’apres I'encadrement (7) (et un usage soigné du théoreme des gendarmes), on en déduit :

Sa(x)—1 ~ %

X—r—+00
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