CORRIGE : SUITES ADJACENTES CONVERGEANT VERS In x PSI*10-111

[CORRIGE : SUITES ADJACENTES CONVERGEANT VERS Inx (d’aprés ESIM 1990, Maths appliquées) }

1. a) Soit P(n) la propriété pour n €N :

«S,=2"sh -t i  Ca=ch - ? et T,,_znthi»

1 S
e Ona y =Inx donc x =e?¥, dolt Sy = z(e“p —e ?)=shy, Cy = E(e”’-i-e‘“’) =chy et Ty = C—O =thy. La
0
propriété P(0) est donc vraie.

e Supposons P(n) vraie pour n €N fixé.

1+ Cn 1+4+ch 2_"
Alors Cpqq = W 2n+1

n L‘P n+1 K'P
. Sn 2 Sh 2" sh 2n+1 ch -5 on+1 il ¢
Deméme, S, = = = N =2"""sh—— prE
Cn+1 ch kp ch Py 2
2n+1
Sn+1 n+1 ¢
Enfin, T),1; = Cn+1 =2""th—— YT

P(n + 1) est donc vraie, et finalement| Vn €N, S, =2" shzin, C,= chzin et T, =2"th 2%

b) e Soit n eN.

Alors
_ 1 P LP 1 Y 1 ¥ P
Sp41—Sp=2"t1sh — Sdi ™ 2n sh =2"tlgh T S —2Mtlgh T St ch S
_on+l 04 P
=2" Sh2n+1 (1—ch2n+1)-

<0

Or,pour0<x<lona@<0etpour x >1ona y >0, donc la suite (S,) est croissante si 0 < x < 1 et
décroissante si x > 1.

e Soit n €N.
Alors
2n+1 th kp
+1
Tpy1 — T =2""1th—— P _ogngp P _gntrgy P 2"
n+1 on 2n+1 1 h2 ¢
+t 2n+1
1
—onHl th ¥ (1 — )
2n+1 h2
14+t 2”“
N ———— ——

=0

La suite (T,) est donc décroissante si 0 <x <1 et croissante si x > 1.

o Il est bien connu que shu ~,_ou et thu ~,_ u,donc limS, =p =Inx et imT, =¢p=Inx.

Conclusion : ’ les suites (S,) et (T,) sont adjacentes, et convergent vers Inx. ‘

De plus, si 0 <x <1, ona (S,) croissante et (T,) décroissante, donc’ VneN, S, <Inx<T,

<lnx<S,.

¢) Un programme possible :
Digits := 20:
#0n travaille avec 20 chiffres significatifs pour éviter les erreurs d’arrondi

S := evalf((1/2)*(2-1/2)): #Valeur initiale SO
C := evalf((1/2)*(2+1/2)): #Valeur initiale CO
T := evalf(S/C): #Valeur initiale TO

for n from 0 to 10 do
printf ("S[%2d]1=%0.10f T[%2d]1=%0.10f\n", n, S, n, T);
# Afficher les valeurs joliment

V V. V V V V V V V V V

C := sqrt((1+C)/2): # Calculer C au rang suivant
S := 8/C: # puis S au rang suivant

T :=S/C : # et enfin T au rang suivant

end do:
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S[ 0]=0.7500000000 T[ 0]=0.6000000000
S[1]=0.7071067812 T[ 1]=0.6666666667
S[ 2]=0.6966213995 T[ 2]=0.6862915010
S[ 3]=0.6940147578 T[ 3]=0.6914178698
S[ 4]=0.6933640138 T[ 4]=0.6927138800
S[ 5]=0.6932013851 T[ 5]=0.6930387944
S[ 6]=0.6931607314 T 6]=0.6931200802
S[ 7]=0.6931505683 T[ 7]=0.6931404052
S[ 8]=0.6931480275 T[ 8]=0.6931454867
S[9]=0.6931473923 T[ 9]=0.6931467571
S[10]=0.6931472335 T[10]=0.6931470747

Inx+bl
2. a) Onsuppose a+b #0.Onsaitque limS, =limT, =Inx, dou imW, = % et
a

3 5

x> x
De plus, on connait les développements limités de shx et thx auvoisinagede 0 al’ordre 5 : shx =x+€+ﬁo+o(x5)
et
x3 x5 5
shx x+E+m+o(x ) x3  x® xz xt xt
thx=— = =(x+—+—+ox5)‘(1————+—+0x5)
chx 1+x2+x4+0(x5) 6 120 (x”) 2 24 4 (x”)
2 24
x3 2
=x——+—x"+o(x°). 1
3 15 (x7) ey
On a donc, pour n €N au voisinage de +00 :
_asn+an _2 ashz—n+2 bthz—n
" a+b a+b
e, ¥ ¢° ( 1 ) e ¥ 2¢° 1
al =+ +—"—+4o(—=||+b| = - + +o(—)
_on (2” 6-237 © 120-25" 251 2n 3.23n ° 15.257 25
B a+b

2

—ot a-2b a+16b  ¢° ( 1 )

6ath) 47 120a+p) 167 T °\ 167

Onadonc| Inx —W, =

2b—a Inx a+16b (Inx)® 1
6(a+b) 4" 120(a+b) 16"

b) Choisissons a=2et b=1.

Alors. d’apré i oréced tendant oo W —1 1 (Inx)® 1 1 (Inx)®
ors, apres ce qui preceae, pour n tenaant vers o0, —mnmx=-—-—--——- ol — | ~Vu—s _—
P quip P " 20 16" 167 )~ "t 20 16n

Inx)® 25, +T,
(Inx) etVneN, unzT-

Rem : En fait, n'importe quel choix de (a, b) € R?\ {0} tel que a =2b conduit au mémes valeurs de A et de u,,.
x3 x5 X7 x°
3. a) Onapour x tendant vers 0, shx =x + 3 + o + o + o +o(x%).

On obtient donc le résultat souhaité avec le choix| a =2, b=1, A=

Soit n au voisinage de +o00. Alors :
¢ p? p° 9’ p? 1

Sp=2"sh > =@+t + + +o( o)

n e TR T T 16 T 7164 | 912567 | O\ 2567

. a b c d
S, estdonc delaforme S, =Inx + T + T + 617 + 7567 +0(

a b c 1
On en déduit S,4+; =Inx + + + + +0( )
mH 4-4"  16-16" 64-64" 256-256" 256"
A . y 4Sn+1 - Sn T 1 A
Il apparait donc clairement qu’en calculant x, = — 5 on «élimine» le terme en ok et on conserve (grace

1
ssgn) (@b d)eRe.

ala division par 3) le premier terme Inx, donc’ X, abienlaforme voulue. ‘

Par le méme type d’argument, | y, et z,, ont bien la forme voulue. ‘

b) Un programme MaPpLE possible :
(Rem : Ce programme est tres simpliste! On peut, en réfléchissant, éviter l'utilisation de tableaux )
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Digits := 20:

s[o] evalf ((1/2)*(2-1/2)):

clol evalf ((1/2)*(2+1/2)): # Valeurs initiales
for n to 7 do

Cln] := sqrt((1+C[n-11)*(1/2));

S[n] S[n-1]/C[nl]

end do:

for n to 6 do x[n] := (4*S[n+1]-S[n])*(1/3) end do:
for n to 5 do yl[n] (16*x[n+1]-x[n])*(1/15) end do:
for n to 4 do z[n] (64*y[n+1]-y[n])*(1/63) end do:
for n to 4 do

printf("%d | %0.19f | %0.19f | %0.19f | %0.19f\n", n, S[nl, x[nl, y[nl, z[nl)
end do:

print(evalf(1n(2), 21)) # pour comparer

1]0.7071067811865475244 | 0.6931262722685015550 | 0.6931471842919202668 | 0.69314718055984810262

210.6966213994980130474 | 0.6931458772904565973 | 0.6931471806181617302 | 0.69314718055994493003

310.6940147578423457098 | 0.6931470991601801594 | 0.6931471805608545675 | 0.69314718055994530784

40.6933640138307215470 | 0.6931471754733124170 | 0.6931471805599595150 | 0.6931471805599453093
0.693147180559945309417

V V.V V V V V V V V V V V V
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