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CORRIGE DU DM N°1 ( CAPES Ext. 2008)

Autour d’un théoreme de Tchebychev concernant la réparti-
tion des nombres premiers.

PARTIE A : Une estimation a la Tchebychev

I. Une minoration de la fonction

A.l1.

1
1
A.lla. Comme a € N*, la fonction z — (1 —2)%~1 est continue sur [0, 1] et / (1—2)*tde =~
0 a

A.L1.b. Une intégration par parties avec des fonctions polynomiales donc de classe €', donne

1

1 L b
1(b+1 — b 1— afbfld — 1— a—b b / b—1 1— afbd — 1(b .
(b+1.0) /oi( o e = [t v [ e e = i)

=v’

A.l.c. On en déduit :

b—1 b—1 b-2
= -l = e (b 2.a) = -
b—Dla—b)! 1

:(a—b—l—l)---(a—l)l(l’a): al @.

A2,
A.1.2.a. 11 suffit de développer par la formule du binéme :

1 1a—1
1\ . . .
/(1—:C+xy)a71d:v=/ Z(a, ):vjyj(l—x)aljdx
0 (U — J

- Yla—1\ o a—k k—1 ~ (a—1 k—1
= 1(/0 (k:—l)x (1—-2x) dx)y 1<k_1)1(k,a)y .

j=k—1k=

A.I2.b. Ainsi

ka <Z B Dl(kz, a)y*l = /01(1 +(y — D) ' de

S SN S it NS R
BT L R s TRt DA

Par unicité de I’écriture d’un polyndme dans la base canonique de R[X] (en d’autres termes on « identifie »
-1 1

les coefficients des y*~1), il vient : (Z 1>I(k,a) = — ; done, pour tout k € [1,q] :
- a

I(k,a) =

-1
a(y—y)
ce qui, pour k = b, donne le résultat demandé.

AIL3.

A.1.3.a. On a, en utilisant encore la formule du binéme :

1(b,a) — /01 21— 2)" b dy = /01 az_f)(—l)k (a ; b)xk+b_1 dr — S(_l)k (a ; b) %4_1) .
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€ N.

A,
A.I13.b. On remarque que si k € [0,a —b], alors k+ b € [b,a]. Ainsi 0

Comme (a ; b) EN, (-1)* €z, il vient 1(b,a)A, € Z.
Mais I(b,a) > 0 et A, € N. Donc I(b,a)A, € N.
Or I(b,a)A, = A—; donc b(}) divise A, .
b(3)
A.l4.
A.l.4.a. Pour a = 2n et b = n, la question précédente donne n <2:) divise Ay, , qui lui-méme divise Agy, 41 .

2 2 1! 2 1
n) = w =(n+ 1)( n_:—l ) divise Ag,+1, toujours d’apres la question précédente.
n nln! n

Et (2n+1)(

A.1.4.b. On remarque que n et 2n+ 1 sont premiers entre eux, car si p > 1 divise n, il divise 2n et ne peut
diviser 2n + 1 (sinon il diviserait leur différence!).

2
Par le lemme de Gauss et la remarque précédente, le produit n(2n + 1)( n) divise Agp41.
n

2
A.l4.c. Posons uy,j = ( :) , pour k € [[0,2n]. On a :

Unkt+1  2n—k
Unp, k k+1

u
Ainsi, —2F1 <1 (resp. > 1) si et seulement si k <n — % (vesp. k >n — 3).
Un 2 2
Ainsi la suite (uy k)i est croissante sur [0,n — 1] et décroissante sur [n, 2n].

. e . 2n
X Up,n < U,y . Tous les termes de la suite sont donc bien inférieurs a wu,,, = .
n

Orunn—lz
’ n+1
A.l4.d. On a
2n 2n 2n
A" = (141)*" = <(2n+1
(1+1) k}_oj(k) (%),

en majorant chaque terme par le maximum, puisqu’il y a 2n + 1 termes.

2
"> > 4" . Donc

2
A.I.4.e. On sait que n(2n + 1)< n> divise Agpy1, donc lui est inférieur, et que (2n + 1)(
n

n
A2n+1 = n4d".
A.I1.4.f. Soit n>9. Si n est impair, on pose n =2m + 1 avec m = 4. Alors d’apres la question précédente

—1
An>m4m="T2"—1>4x2"—1 > on

Si n est pair, on pose n =2m avec m =5, et 'on a

Ap = Aoy > Mgy > (m — 1)4™ 1 = (g - 1) 92 > f x g2 = 9n

ce qui établit le résultat dans tous les cas.

On vérifie ensuite que ce résultat reste valable pour n =7 et n = 8 a l'aide de la calculatrice :

Ag = 840 > 2% = 256, A7 = 420 > 27 = 128, mais Ag = 60 < 26 = 64.
A.LS5.
A.1.5.a. D’apres la propriété rappelée en début d’énoncé concernant la valuation d’un ppcm, on a :
Vp(An) = max(vp(2), ..., vp(n)).
En particulier, il existe un entier k € [1,n] tel que v,(A,) = v, (k). Donc

pvP(An) — pvp(k) < H pvp(k) =k<n.
pEP
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,ona p<p»®) <n, donc

A.L5.b. Il résulte de 'inégalité précédente que, si p € P est tel que v,(Ay) =1
=0 donc

si p est un nombre premier tel que p > n on a nécessairement v, (A,
An — H pUP(An) — HpUP(An) X
pEP psn

A.I5.c. Donc en utilisant la majoration de A.L.5.a :

A =T p @0 <[ 0 =n=.

psn psn

A.L.6.

A.L6.a. On sait que n™™ > A, > 2" cette dernitre inégalité étant vraie pour n > 7. En prenant le

logarithme : m(n) > In2 x -
Inn

AL6b. . Ona m(2) =1 < 2, n(3) = 2 > 1.892789260, m(4) = 2 > 22, n(5) = 3 > 2.153382791 et
(6) = 3 > 2.321116844, donc I'inégalité est en fait valable pour tout n > 3.

II. Une majoration de la fonction =

AIL1.

A.Il.1.a. Par définition :

(2) _ (a+1) x(-b--_xa)(!b— 1) xb

Soit p premier tel que a < p < b (s'il en existe!) Alors p figure dans le produit (a+1) x---x (b—1) x b
b

et par suite p divise (b — a)!( > .
a

Mais compte tenu de I’hypotheése de ’énoncé, on a b—a < a donc p est strictement plus grand que tous
les entiers qui figurent dans le produit (b — a)!; il est donc premier avec tous ces entiers, donc avec leur

produit, et d’apres le théoreme de Gauss, on en déduit que p divise ( ) . Comme il s’agit de nombres

a

b
premiers, le produit H p divise aussi ( ) .
a
a<p<b

A.IL.1.b. 1l suffit que remarquer que si a = m+1 et b = 2m + 1, alors 0 < g < a < b; on peut donc
directement appliquer le résultat précédent.

A.Il1l.c. . Il suffit ici d’utiliser la propriété bien connue (Z) = < " k)
n—
A.II.1.d. Facilement :

2m—+1
4T 2 = 92l (1 4 1)2ml = Z (2m+1) S (2m+1>+(2m+1) :2<2m+1>'
k=0 k m m+1 m

2 1 2 1
A.Ill.e. H p divise ( me ) donc H p < ( m ) <4™m .
m m

m+1<p<2m+1 m—+1<p<2m+1
A.IL.1.f. Montrons par récurrence la propriété P, .

e pour n = 1, lentier k appartient alors & {1,2}. Pour k =1 on a Hp = 1 (par convention, car il
psl
n’y a aucun nombre premier < 1!) et 1 <4 ; pour k =2 Hp =et 2<42...
ps2

e supposons la propriété P, vérifiée. Il s’agit de démontrer P, c’est-a-dire

Vke1,2n+2], [[p<4*.
p<k
Compte tenu de Py, il suffit de le vérifier pour k =2n+1 et k =2n+ 2. De plus 2n+2 = 2(n + 1)
n’étant pas un nombre premier, on a H p= H p donc il ne reste plus qu’a démontrer 'inégalité
p<2n+2 ps2n+1
H p < 4271 ce qui découle de la question précédente puisque :
p<2n+1
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H b= H p X Hp 4" x 4+l — y2n+1

p<2n+1 n+1<p<2n+1 psn+1

on utilise I'hyp.
de récurrence

Cela acheve la récurrence.

AIL.2.
= mk m"
A.IL.2.a. Pour les 5/2 : on sait que e = o donc e™ > —-.
= k! m!
. mle™ U 4+1 m m U 41 1
Sinon : en posant u,, = —— ona —— =e| —— donc In =1l-mln|{14+—);
mm U, m—+1 Um, m
1 1
on connait l'inégalité In(14+x) < x pour tout réel x > —1, donc In <1 + —) < — et ln <um+1) =0;
m m U,

U 1
on a donc —2+

> 1 et la suite (u,,) est croissante.
Um
On aura donc pour tout m € N* w,, = u; 2 1, ce qui donne 'inégalité demandée.

AJ1.2.b. Notons pj le k-iéme nombre premier (p; = 2,p2 = 3...). Ainsi les nombres premiers inférieurs a

n sont p1,p2,...,Pr(n)- De plus on a de fagon évidente py = k pour tout k& donc

Tt(n)!:2><3><~-~><7t(n)<p1><p2><-~><pn(n):Hp<4".

psn

Tt(n) n(n) Tt(n) n(n)
Puisque d’apres la question précédente m(n)! > (T) on en déduit (T) < 4™ puis en

prenant le logarithme :
n(n) (In(n(n)) — 1) < nln4.

A.IL3.

AIL3.a. Si f(z) = zlnx — z, alors f/(x) = Inxz montre que la fonction f est strictement croissante sur
[1,+o0].

Inn
La question précédente montre que f(m(ng)) < ngln4. Par stricte croissance de la fonction f on aura

no
! (e Inng

ce qui implique, en utilisant la définition de f :

n
Supposons que e—2 < m(no).
0

) < f(m(ng)) <nglnd

(Inng —Inlnng) < In4
Inng

soit
Inlnng In4

Inng e

|
A.IL.3.b. Une étude rapide de la fonction ¢ : =z — e sur [1,+o0[, montre que pour tout =z > 1,
x

0< g(r) <e !, le maximum étant atteint en x = e. Ainsi

In4 Inlnng 1
— — g —
e

e In ng

soit e <1+41n4, ce qui est faux car e ~ 2.718 > 1 4 In(4) ~ 2.386.

PARTIE B : Autour d’un théoréme de Mertens

I. Une formule de Legendre sur la valuation p-adique de n!
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B.L1. L’ensemble des entiers k& € N tels que n < p* est non vide (car lim p* = +00). Il admet donc un plus
k—+o00
petit élément k.
Comme n = 2, il vient kg = 1 et cet entier kg est défini par
ko—1 K Inn
pPTi S n<p <= (kg —1)lnp<lnn < kylnp<=ky— 1= ol
np
B.I.2.
B.I.2.a. Si p**! divise a, alors p* divise également a. Donc Uiy C Uyg.

Si ke [0,ko — 1]] on a p* < n par définition de kg. Donc p* € Uy. Mais p*+! ne divise pas p*,
c’est-a-dire que p* n’appartient pas & Uy ; cela prouve I'inclusion stricte Ujyq S Uy,.

Si k> ko, onan<p donc p¥ ne peut diviser aucun entier de [1,n] et Uy, = ().
B.I.2.b. 1l suffit de passer aux complémentaires (car Vi est le complémentaire de U dans [1,n]).

B.I.2.c. Il est évident que Q; NQ; = () pour i # j, puisque v,(a) est unique.
ko—1
Si a €9y, alors a € [1,n] par définition, donc U Q C[1,n].
i=0
Réciproquement, soit a € [1,n]. On décompose a en facteurs premiers :

a=py" (a) x py’*(a) x -+~ x p."" (a)

— ¢'il existe i tel que p = p;, soit k = v,(a) ; alors k < kg — 1 car sinon on aurait p* >n d’ot a > n

ko—1
ce qui est faux; donc a € Q C U Q;.
i=0
ko—1
— sinon, v,(a) =0 et a € Qy C U Q.
i=0
ko—1
On a donc démontré 'autre inclusion [1,n] C U 2;, d’ou I'égalité de ces deux ensembles.
i=0

B.L.3.

B.I.3.a. Un entier a appartient & €, si et seulement si v,(a) = k c’est-a-dire si et seulement si pF divise a
et p**1 ne divise pas a (par définition de v,(a)). Cela équivaut a dire que a € Uy N Vi1 .

B.I.3.b. Pour k > 1, les éléments de Uy sont p*,2p* ... jp*, ... avec jp*¥ < n soit j < {%J Donc
p

card(Uy) = {%J . Par passage au complémentaire, card(Vy) =n — {%J .
p p
Enfin, on connait la formule :

card(Uk NViy = card(Uk) + Card(VkJrl) — card(Uk U Vk+1) .

Or Ugy1 U Vigr = [1,n] (ils sont complémentaires) donc aussi Uy U Vi1 = [1,n] (puisque
Ugt+1 C Ug C [1,n]). On a donc card(Ug U Vi41) = n et la formule précédente conduit &

i[5+ o-[])-o-3]--

n
B.I.4. Comme n! = H k,ona: vy(n!)= Z vp(a). D’apres la question B.L.2.c :-
1<asn a=1
ko—1

vp(nl) = z": Z k card(Q) = chard Q)
a=1

puisque card();) = 0 pour k > ko .
Donc
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REY)
- [ 5

(par téléscopage et somme finie)

15 (5 -2 [5])

k=1

I
o

—
i

kS

+

=
| I

Il
v
—
3

I1. Un théoréme de Mertens

B.IL1. On sait que z — 1 < |z] < z. Donc, par la formule de Legendre

Or d’une part

k=1

(car tous les termes de la somme sont positifs) et d’autre part

ko —+o0
n n n 1 n
D F <D = 1
=P =P pl=y e
1
car on a ici reconnu une série géométrique convergente de raison —
p

Pui n n+ n
ulsque —— = — + —,
p—1 p plp-1)

B.IL.2. La décomposition de n! en facteurs premiers s’écrit

n! = Hp"p("!) .

on obtient bien la double inégalité de 1’énoncé.

psn
Donc
= va(n!)lnp.
psn
o I () R ppp—
- — n)y< —4+ ——
p P p plp—1)
Donc )
D DL T T DL e peta
psn psn p<n p<n
B.IL.3.

k
/. N I
B.II.3.a. La série entiere Z oF admet R = 2 comme rayon de convergence et a pour somme

X gk 1 2
Ve e]-2,2], f(z) = — = —— = —— (série géométrique) .
220 @)=Y G =gy =gy (e géométrique)
k=0
Pour tout = tel que |z| < 2, on peut dériver cette série terme & terme. Il vient

2

Vo € ]-2,2] @+oo =
] Z (2 _ CL‘)2
Pour x =1, on obtient
+
ko 2

> 5r =2
k=1

Probléemes — © T.LEGAY — Lycée d’Arsonval 6/12 12 septembre 2013



—~ CORRIGE DM N°1 — PSI* 13-14

B.IL.3.b. On sait que pour m > 2

11
mm—1) m—-1 m
Donc
SIS
m(m—1) m—-1 m/) 2r=1 2r 2r
m=27—141 m=2"—"141
Ainsi
<l Inm <l 1 rln2
U, = 2T (e < :
Z m(m — 1) n(2’) Z m(m — 1) 2r
m=2"—"141 m=2""141

r
B.I1.3.c. La série de terme général U, converge car 0 < U, < In 2?, qui est le terme général d’une série a

termes positifs convergente et

—+o0
ZUT <2In2=1n4.
r=1

|
B.I1.3.d. Comme, pour m = 2, _am > 0, on peut sommer la série > 1““_11 par paquets et
m(m —1) m(m—1)
X Inm +OOU <Ind
E — = E r<In4d.
m(m — 1)
m=2 r=1

B.I1.3.e. On a, pour u =0

“odt
ln(l—l—u)z/ — <u
o 1+t

et la formule de Taylor avec reste intégrale pour la fonction u — In(1+ u), qui est de classe €°°, donne

In(1 + u) u2+/u(t yx s u?
n u) =u—— —u Zu——-
> ), 1+ 02 >

u?

(on pouvait aussi, bien str, étudier les fonctions u — In(1 +u) —u et u+— In(1 +u) —u + = ).

Il suffit ensuite de remplacer u par % pour montrer que

1 1
l1-—<nln{l14+—-) <1
n

2n
et
1 1 1 1 1 1
m(l+=-)>--—>-—-—=_—.
n n 2n2 n 2n 2n
B.IL.3.f. — Premiére méthode : Comme le suggere 1’énoncé, démontrons la propriété

(P,) : il existe unréel B, €[0,1] tq Inn!=nlnn—-—n+1+06,Ilnn

par récurrence sur n.

1—In2
~0,44).
In2 44)

— On le vérifie aisément pour n =1 (!) et n =2 (on trouve 02 =
— Supposons la propriété acquise a 'ordre n. Alors
In(n+1)!=Inn!+In(n+1)=nlnn—n+1+0,Inn+1In(n+1)

=(n+1)nn+1)— (n+1)+1+ [1—nln (1+%> —i—enlnn] (+)

=A,
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En utilisant les inégalités démontrées dans la question précédente, ainsi que la propriété 6,, € [0, 1]
on a . .
1
Ap<l—(1-— )40, lnn< —+Inn<In({l+—]+lnn=In(n+1)
2n 2n n

et
A,>21-1+6,Inn=>0

A,, étant compris entre 0 et In(n+1) il existe bien un réel 0,1 € [0, 1] tel que A,, = 0,41 In(n+1),
ce qui, en remplacant dans () donne la propriété a Uordre n + 1 et achéve la récurrence.

— Seconde méthode (bien meilleure) : Utilisons une comparaison série/intégrale. La fonction ¢ — Int est
croissante sur R™. Donc, pour tout entier k > 1

k+1
1nk</ Intdt <In(k+1)
k

et )
Zlnk</ Intdt < Zlnk.
k=1 1 k=1

Donc (une primitive de ¢ — Int étant ¢ — tInt —¢) :

Inn!—Inn<nlhn-n+1<Inn!

soit 0 <Inn!—nlnn+n—1<Inn. Il existe donc un réel 8,, € [0,1] tel que pour tout n > 1

Inn!=nlnn—-n+1+0,Inn.

B.II.4. En utilisant les questions B.II, il vient

Inp _ Inn! Inp
D N B ey

psn p<n

1 1
lnn—1+ —l—Gﬂ— P
n =plp-1)
2lnn—1-—Ind4+ — ! +9 ln_n
n

Zlnn—1-—1In4.

B.IL.5. De méme

Zln_p\ln_n'+ Zlnp

psn p psn
1
lnn—1+ +9ﬂ+ E Inp
p<n
1 Inn )
SInn—-—14+—+4+6,— +1n4 (en prenant le logarithme dans A.IL.1.f)
n
Inn—(n-1
Slnn—l—w—klnélélnn—l—lnél (carnz <z —1)
n

Ainsi I
—11f14—1<2M —Inn<Ind

psn

1
ce qui montre que Z 2P mn+ 0o(1).

psn

1
II1. Le comportement asymptotique de Z —
psn p

B.IIL.1.
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1
B.III.1.a. On « sait » que la série Z BERCI converge (série de Bertrand, avec a =1 et f = 2), alors que
nln“n

1
la série Z diverge (cas o = p = 1). Les séries de Bertrand n’étant pas au programme, il faut le
nlnn

redémontrer.

Pour ce faire, on procéde par comparaison série/intégrale :

X odt X qy 1 1 .y teedr 1
— = — = 7 — 7 donc l'intégrale ——5— existe et vaut —
o tln“t In2 U In2 InX 9 tInt In?2

et

X InX “+o00

dt d dt

— = / & X -2 — 400 donc l'intégrale / —— diverge.
2 tint In?2 u X—+o00 2 tint

1
Les fonctions ¢t — —— et t —

It pENCI étant continues, positives et décroissantes sur [2, +oo[, le théoréme
n n

+oo
N s dt
est de méme nature que l'intégrale —5—, donc
2 tin“t

du cours affirme alors que la série E 5
nln“n

+oo
converge, et que la série Z est de méme nature que l'intégrale / It donc diverge.
2 n

nlnn

1
Plus précisément : par décroissance de t — —— sur [2,4o00|

tint
k+1
Vk>2,;</ dt 1
k+D(k+1) J, tint kink
puis
N N N-1
1 dt 1
</ &2 —mmN-Inn2<
P Dy /2 fng ~ RN -llh2< )
k=3 k=2
et enfin
DA | 1 1
—Inln2< —InInN<—Inln2+—— —
RS gy MY PEt oMz NN
n—1 n—1

1 1
Donc kzﬂ TE Inlnn est bornée c’est-a-dire kzzz ThE Inlnn +0O(1).

B.III1.1.b. On a
Uy — 1ty = 1 1 (202 + 1))
nlnn Inn
_ 1 I 1+1n(1+1/n)
nlnn Inn

_ ! —In(1+ ! —#-ﬁ-o#
" nlan nlnn  2n2lnn n2lnn

1 n 1
= 0 .
2n2lnn n?lnn

B.IIL1.c. La série Y (unt+1 — un) est convergente car son terme général est équivalent quand n — +oo &

ERCERTE terme général d’une série a termes positifs convergente.
n2lnn

Il en résulte que la suite (u,) converge; si £ est sa limite on a u, = £+ o(1) soit

n—1
1
;klnk =Ilnlnn+£+o0(1).

B.IIIL.2.
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B.III.2.a. Montrons d’abord la transformation d’Abel. On a a, =A,, —A,,_1 pour n = 1, en posant Ag = 0
d’ou :

N N N N—1
Z anbn = Z(An _Anfl)bn = ZAnbn - ZAnanrl
n=1 = n=1 n=0
N—1
= Anbn + ZAn(bn - bn-l—l)
n=1
P . Inn 1
On écrit ensuite, avec a, = 8(n)— et b, )
n “lnn

iEeat
() ()

q; DR In(1 +1/k)
" Inn Z (k )<W>

B.III.2.b. On fait un simple développement asymptotique 'l'indication de 1’énoncé est inutilement compli-

quée) :
W BOEUD )+ OWE)
nkln(k+1) In“(k)(1+ ¢ + O(1/k?))
w0 (@)
= % x <% +0 <%)) (d’aprés le théoréme de Mertens)
1 1
= Fmk O (kln k)
B.IIL.3. On a
1 In(1+1/k
; D kzz Wik lnnk ln+k —/I— 1)) + 51”)
avec (k) In(l + 1/k) = ! + v, ol v est le terme général d'une série absolument convergente. En

Inkln(k+1) klnk
notant V,, sa somme partielle d’ordre n, il vient

Z Z FV, R w( ) im0+ 00) + Vg 4 2PEOW s o).
P klnk n
B.IIL4. Ecrivons
n—1 n—1
(k) m(n) Z (1 1 ) m(n)
> = nk) (- — )+ —=
— k(k+1) n P E k+1 n
n—1
_ m(1) 1 B oy mn=1)  m(n)
= + 2 k(n(k) n(k—1)) - + "
1 1
= —+ —(n(n) = n(n—1))
P n
psn—1
=3
psn p
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On sait que si u, et v, sont les termes de séries positives, équivalentes et divergentes, alors les sommes
n n

partielles Zuk et ka sont équivalentes.
k=1 k=1
C
n(n) ~ ——. Alors ()
n

TR nln+ 1) ~ o terme général d’une série divergente donc

Supposons que

n—1

. n) C
et puisque ~ on aura
n
n(n)
E E kk—l—l TNClnlnn
p<n P
Donc

Inlnn+A+0(1) ~Clnlnn=C=1.

IV. Une application a I’étude des entiers possédant de grands facteurs premiers

B.IV.1. On sait que

1
Z =Inlnn+ X+ 0(1), et Z Z =Inln([vn| +X+o0(1) =Inlnvn+ A+ o(1)
pen P NV

En soustrayant, il vient :

> 1:1]f12+o(1).

\/H<p<np
B.IV.2.
B.IV.2.a. Lorsque n € A(z), ona n=mp < z, donc p < g o puisque p > \/n, alors mp = n < p?, donc
m
m < p.
x
Réciproquement, si m < p < —, alors n = mp < p*? donc p > /n donc p = PH(n) et
m

n=mps<z=ncA(r).

B.IV.2.b. Supposons que mp = m'p’ et que m # m’. Par exemple que m < m’. Comme pAp’ =1, il vient
que p divise m’, donc qu’il existe k> 1 tel que m’ = kp. On a alors

mm
m/2 < m/p/ =mp = p /

Ainsi km’ <K m<m/ = k<1.Donck=1let m=m' et p=p’.
B.IV.2.c. Cette question se déduit immédiatement des deux questions précédentes.

B.IV.2.d. D’apres la question précédente, le cardinal de A(x) est exactement égal au nombre de couples
(m,p) € N* X P tels que m < p<z/m.
Or pour chaque nombre premier p < x, si m € N* vérifie m < p<z/m ona m <p donc m<p—1 et

T T
m < — donc m < {—J
p p

x
Réciproquement, si 1 < m < p—1 et m < {—J , on aura bien m < p < z/m. Donc pour chaque p

premier < x, le nombre d’entiers m possible est min (p -1, L%J) ce qui prouve que

B.IV.3.
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B.IV.3.a. Onap—1< {EJ si et seulement si p — 1 < ad soit p? —p —z <0.
p p

1+ +1+4x

Cette équation admet une seule racine positive qui est ¢ (z) = . Donc , comme p est entier

2
on a p < ¢(x). On vérifie immédiatement la réciproque.
B.IV.3.b. On a
V4 1++/1+4 V4 1
Vo = 2I< + 2+ < :c2+ <Vr+1

B.IV.3.c. On sait que min(p — 1, {EJ =p—1) si et seulement si p < ¢(x). Donc
p

a@)= Y -1+ Y EJ

p<p(z) ¢(z)<ps<z

— Sl n’existe pas de nombre premier dans lintervalle |\/z,¢(z)] alors, pour p premier on a
p < ¢r) <= p<Vretp>ypx) < p> .z, dnc on obtient directement 1’égalité deman-
dée.

— Sl existe un nombre premier py dans Uintervalle |\/z, ¢ ()] (forcément unique d’aprés B.IV.3.b), on
T x

aalors > (p—1)=Y (p-D+@o—1et Y EJ: 3y bJ_L)_OJ (+).

p<y(z) p<VT ¢(z)<p<z Vz<p<z

Puisque /T < pp on a z < p2 donc L < po donc {EJ < po — 1 et puisque pg < @(z) on a
Po Po
po—1< {EJ d’aprés B.IV.3.a.
Po

x
Finalement ici, {—J = po — 1 de sorte que les deux termes dans (x) se simplifient et on a encore
Po

I’égalité voulue.

B.IV.3.d. On a Z (p—1) < (Vo —1)n(|vz]) (ily a en effet n(|\/z] termes dans la somme, que I'on

p<VT
majore tous par /z — 1).
De plus, on a vu dans la partie A que n(n) = O (%) donc (vz — 1)m([v/z]) =0 (1i) = o(z), ce
nn nx
qui établit le résultat demandé.

B.IV.3.e. On sait que
SRR I P
p p
Vr<psz Vr<psz

et que
Z {EJ> Z (E—1>=xln2+o(:ﬂ)~xln2
p p

B.IV.3.f. Finalement

T
alz) = 1)+ —| =2In2+o(x) ~xIn2
W= -0+ ¥ H (v)
p</T VT<p<z
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