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CORRIGE DM N°4 (AIR 1993) I

Premieére partie

1. a) Soit p €R. Alors

1 1 2z

a+bcos&p: NPT 2+l bz+2az+b
atb——X— a+b—=
2

avec z = e'%.

fle)=

2

Le polynome bX? + 2aX+ b a pour discriminant réduit A’ = a® — b? > 0 car |b| < |a| par hypothése,

—a++/a?—b? —a—+a*—b?

donc ses racines sont 3; = 5 et B, = >
— a2 — p2 Ja2 — p2
)|31| = % et |[32) = arvarm b b donc |[32) > )[31 , et puisque PB;B, = 1 (relations

bl
coefficients-racines), on aura |[51} <l< |[52} et B, = [51’1.

Finalement, on a :

2z —a++va®—b?

f(@):B(z—ﬁ)(z—ﬁ—l) avec B=b,z=¢e" et B = 2 tel que || < 1.
b) e Soit N € N. Alors |3ei‘P #1 (car “3} < 1), donc directement d’apres le cours :
N 1 — pNH1LeitN+De
Z ﬁneimp = ip
n=0 1- Be

e Comme }[5} <1,ona Nlim BN =0, et puisque la suite (e!N?) est bornée, on aura Nlim BNelN? =0, et
— 400 —+00

par conséquent :

+00 1
la série E p"e™ converge et E pre™? = — .
< — 1—pel®
n=0 n=0

e On obtient les autres résultats demandés en changeant simplement ¢ en —y.

¢) La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle BX— B)Z(); 50 est :
2X B 2B N 287! B 2 ( B gt )
BX-B)(X—~B) BE-BNX-P) BE-PX-B) BE-F\X-B X-B?

_ 1 B B!
e \X=B X-p1)

On en déduit pour ¢ €R :
B p"
eixp _ [5 eiap _ [5_1

fle)=

a+bcosy -

n=0 n=0
1 +00 ) +00 )
— I?)neﬂmp 4 Z I?)nemap)
vV a? — b2 n=1 n=0

1 ) +00 ) +00 )
= — ([Se_“" pre™m +Z[5”el”\“> d’apres 1.b

On a donc bien
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1 +00
m =A(a, b) (1 + ZZ B" cos nnp) avec A(a,b) =

n=1

a®— b2

d) Soit NeN* et p € R ; d’apres ce qui précede :

= [2A(q, b) 200: B" cosnyp| < 2|A(a, b)| 200: |f3|n

! Ala, b) 1+2i n
a+ bcosy @ n:1|3 cosme

n=N+1 n=N+1
(cette derniére série étant bien convergente puisque }[5} <1).
+00
n . . 7
On posera donc uy = 2|A(a, b)| Z }[3| ; ce majorant uy est alors indépendant de ¢, et uy est le reste
n=N+1
d’ordre N d’une série convergente, donc lim uy =0.

N—+o00

e) Soit N € N*. On déduit de la question précédente :

T 1 s N
———dyp— | A(a,b)|[1+2 " d
L a+bcosy ® L (a, )( + ZB COSH@) ?

n=1

T
< J uyn doy = muy
0
et puisque lim uy =0, on en déduit
N—+o00
s 1 s N
J;) mdq} :NEIPOO (J;) A(a, b) (1 +2;[§ COSTIKP) dkp) .

b N N b
f A(a,b) (1 +ZZ[5” cosnnp) dy = nA(a, b)+2A(a,b)Z[5”f cosny dy = mA(a, b)
0 0

n=1
—_——
=0

Or:

n=1

et finalement

T dy Aa,b) T
—— =nA(e,b) = —.
o a+bcosy ’ @ _ b2

2. a) On connait la factorisation : X2 —2cosaX+ 1= (X —e'®)(X — e™1%).
Puisque a €]0, [, e!® # e~* et sina # 0, et on a facilement :

1 _ 1 1 1
X2 —2Xcosa+1 2isina \ X—el® X-—eia )

b) e D’apres la question précédente, on a , avec }p} <letO<a<m:

1 _ 1 1 1
p2—2pcosa+1 2isina \p—el® p—eic

1 _e—icx eia
=— — 4 .
2isina (1 —pe ™ 1 —pe“‘)

+00
— 5 1 an (ei(rH-l)O. _ e—i(n+1)(x) d’aprés 1.b
1SIN A 4=

Z sm(n +1a

sina

toutes ces séries étant absolument convergentes puisque |p} <1.

e On a alors
1 S sin(n+Dal | & sin(n+Da . |e|" _ |p|N+1
1—2pcosa+p2_2 " sina | n;rlp" sina sn;rlsina_ (1—|p])sina

En conclusion :
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N+1
o]

N .
1 Z Lsin(n+ 1a -

1—2pcosa—|—p2_nzop sina h (1—)p))sina.

3. a) eOnaa+b=2(1-p(u +u)+p*) +2p(; —12) =2(1—p(u; +us) +p® +p(u; —uy)) done

‘a+b=2(1—2pu2+p2).‘

e De méme, a—b=2(1—p(u; +u)+p?) = 2p(1 — ) = 2(1— p(ug +u2) +p* —p(u; — ) donc

|a—b=2(1-2pp; +p?).|

e Enfin,on a:

a+bcosp =2(1—p(uy + ) +p*) +2p(1; — y)cosp
:2(1+PZ_9[M1 + g — (b1 _Hz)COSW])
=2(1-2pE+p?).

e Si p =0, l'identité de I'énoncé est facilement vérifiée.

e On supposera donc 0 < p < 1 pour la suite.

On aura donc, puisque p; < Uy, b <O0.

D’autre part : le polynome X2 —2u;X+ 1 a pour discriminant réduit A’ = u% —1<0, il est donc de signe
constant positif. De plus, il admet une racine réelle si et seulement si w; = 1, et dans ce cas cette racine
est égale 4 1. Puisque p €]0,1[, on a p? —2pyu; +1 > 0. De méme, on a p2 —2py, +1 > 0. On en
déduit a+b>0eta—b>0,dolt a®>—b?>>0 etaussi a>—b >0 et ainsi :

a>0, b#0 et |a] > |b| : les hypothéses de la question 1 sont vérifiées.

e On peut donc appliquer les résultats de 1.b :

T

fﬁ de
o atbcosgp Vaz—b2  +/(a+b)(a—-Db)

r ! _1 ! et y/(a+b)(a—b)=+/4(1 —2pp, +p2)(1 — 2pp, +p?)
a+bcosyp 21—2pE+p? ! 2

donc I'égalité précédente s’écrit bien

Jﬁ dy B T
o 1=208(@)+P% /(1= 2pp, +p2)(1 — 2005 +p2)

\ 1 s 28 — g — Uy L
b) e On a par hypothese & = 3 [y + 1y — (b —pg)cosy ], dott cosp = ——————— et on en déduit :
M2 — M
2(8 - 2(py —
1+cosup=M et 1—cosup=w.
Mo — g Mo — g

e Ona sin?p =1—-cos?y = (1—cosyp)(1+cosy) et sing >0 car y € [0, n], et de plus p, > y; par
hypothése, donc on déduit des formules précédentes :

2/ (€ =)y —8)

sinp = .
Mo — g

) e Pour € € [y, 1] :
1-20E+p*=0=(1-E)+(p -8 =0 [E=pet [f|=1]
ce qui est impossible puisque 0 <p < 1.

1
(1=2pE+p?)4/(by —E)E —1y)

continue comme somme, produit, composées de telles fonctions. Elle est aussi a valeurs positives.

Lapplication f : & — est donc bien définie sur Ju;,u,[ et elle y est
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De plus, f(E) ~ ! et £ — ; est intégrable au voisinage de
e=ui (1—2ppg +p2)y/ (b — 1) (E — 1) E—
o
1 . 1 .
et de méme f(E) ~v avec aussi & — ———— intégrable au
&-u; (1= 2005 + p2)4/ (kg — 11 (12 — E) by —E

voisinage de ., .
D’apres les théorémes sur les comparaisons d’intégrales de fonctions positives, on peut conclure :

M2 dg
J converge.
W

L (1=2pE+pH) /(U —E)E — )

1 1
e L’application & : ¢ — > [+ —(u—py) cosg] estde classe 6! sur [0, 7], et £'(p) = E(ul—uz)sinup
est strictement négative sur ]0, n[. Il s’agit donc d'un %! -difféomorphisme de 10, n[ sur JE(m),E(0)[=]uq, Wol .

On peut donc effectuer dans l'intégrale impropre précédente le changement de variable £ =& (y), ce qui
ne changera pas la nature de I'intégrale, et on obtient, compte tenu des calculs précédents :

f“z dg _fO 5 (b1 —pp)sing dy
b (=208 +p?)/(M2 —E)E—p1)  Jr (1—2pE+p?)y/ (M2 —E)E —11)

_f“ de
o 1—2pE+p?

TC

V(@ = 2pp; +p2)(1 - 2pp, +p32)

d) Soient p € [0,1[ et 6 €]0, t[. Puisque —1 < cos® < 1, on peut appliquer ce qui précéde avec p,; = cosd
et u, = 1. On obtient :

! dg s T
cos6 (1 —2pE +p2)1/(1 —E)(E — cosO) B V(1= 2pcos® +p2)(1—2p +p2) - (1-p)y/1—2pcosB +p?

(%)

Lapplication cos est un % -difféomorphisme de ]0,0[ sur ]Jcos®,1[ ; on peut donc faire dans I'intégrale
précédente le changement de variable £ = cosa ce qui donne :

fl dg _JO —sinada
cos® (1 —2pE -l—pz)\/(l —&)(E —cosB) g (1—2p cosa—l—pz)\/(l —cosa)(cosa — cos6)

l'intégrale obtenue étant encore convergente.

a  a
Or 1—cosa = 2sin® — et —E:lO,9
D) 2

a
2 [ C ]O, % [ donc sin 5 > 0. L’égalité précédente devient donc :

JI dg _Je sinada
cos® (1 —2p& +p2)\/(1 —E)(E —cos0O) o (1—2pcosa +p2)sin%\/2(cosa —cos0)
ZJG Zsin%cos%da
0

(1 —2pcosa + p?)sin % v/ 2(cosa —cos0)

Je cos 2 da
=2 2
0o (1—2pcosa+p?)y/2(cosa —cosB)

et compte tenu de la relation (*) on obtient finalement :

0
2 (1—p)cos%da 1
i

o (1—2pcosa+p2)y/2(cosa — cosB) B \/1—2pc059+p2.
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e) Icipe]—1,1[ et a €]0O, [.

n 7. n 7. 7 Lo
p"cos (n+ %) (1‘ < }p , et la série Z |p| converge (série géométrique),

e Pour tout n € N, on a
donc

1
la série Z p" cos (n + 5) o est absolument convergente.

. _ 1 &5 sin(n+1)a . o
® On avu a la question 2.b qu¢ ———— = Z "————— d’ou on déduit :
p*—2pcosa+1 sina
a
(1—p)cos§ p'sin(n+1)a
S — —(1—p)cos—27
1—2pcosa+p? 2 & sina
o
cos — +o0
= Z [p"sin(n+ 1)a —p"™sin(n + 1)a ]
1 +00 +00
= o Z p'sin(n+1)a — Z p"sin(n+ 1)a | (les deux séries étant absolument convergentes)
2sin 0 n=0 n=0
1 +00 +00
j— na; na; I . 7.
= a Z ptsin(n+1)a — Z p sinna | (changement d’indice n + 1 — n dans la seconde série)
2sin 3 n=0 n=1
1 +00
= m sina+2p” [sin(n+ 1)a —sinna]
2sin E n=1
1 o a9 . 1 S a ) )
= o | 2sin—cos—~+ 2p™cos | n+ = | asin — | (formule connue sinp — sing =...)
2sin 3 2 2 = 2 2

et finalement :

— a 00
w Z cos n+
1—2pcosa+ p?

f) D’apres ce qui précede, on a immédiatement :

} )N+1

>

n=N+1 )

Z p cos(n+ )

n=N+1

(1—-p)cos—
2
_— = +
1—2pcosa+p? Zp cos(n )

n=0

et le majorant est bien indépendant de a et tend vers O lorsque N — 400.
1

cos (n + 2) a

v/2(cosa — cosB)
1
|g(0)] < :
v/2(cosa —cos0)

Or cosa —cos® ~ —sinB(a —6) puisque sin® # 0 (en effet, pour une fonction h dérivable en un

g) e SoitneN. g:a— est continue sur [0,0[, et pour tout a € [0,0[ on a

a—0~
point x, et de dérivée non nulle en ce point, on a h(x) — h(xy) ~ h'(xy)(x — x,)), donc il existe une
X=X,
1 K

constante K telle que ~ .

\/Z(cosa — cos0)a—6" Vvo—a

1
La fonction a — étant positive et intégrable au voisinage de 07, il en est de méme de

VO —a

o— puis de g.

v/ 2(cosa — cosH)

En conclusion :
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) % cos (n + %) a ) )
Lintégrale da converge, et v, est bien définie.

0o 1/2(cosa —cos0)

e On ade plus :

0 1 0 1 0
2 cos(n+<)a 2 cos(n+<)a 2 da
VneN, |v,|== ( 2) da s—J ( 2) das—J
T1Jo 4/2(cosa —cosB) T Jo | 4/2(cosa — cosB) T Jo 4/2(cosa —cosB)

et on conclut :

2 [° da
Enposanth—f ,ona )vn|<Mpourtout n€N.
T Jo 4/2(cosa —cos0)
1 2 (° (1—p)cos%da
e Soit NeN. D’apres 3.d, on a = —J
\/1—2pc059+p2 T Jo (1—2pcosa+p?)4y/2(cosa —cosd)

1 N n[z 0 cos(n+%)a da:|:

donc en notant Ay = - =
T Jo +/2(cosa —cosB)

V1—2pcosO+p2 =2

0 a N

2 (1—p)cos= 1 da

)AN}: _f — —Zp”cos(n+—)a

nJ, \(1-2pcosa+p?) & 2 \/2(cosa — cos0)
0 a N

2 (1-p)cos= 1 da

g_f — —Zp”cos(n+—)a
n J, |(1—2pcosa+p?) & 2 \/2(cosa — cos0)

2 J o }p|N+1 da .
< — d’apres 3.f
TJo 1- |P| 4/ 2(cos a. — cos 0)
) )N+1
Finalement, |An <M 1p } } et par le théoréme d’encadrement :
—|P

li Ay| =0.
NiTml Nl

4. a) e Onavuen 2.a que le polynéme X? — 2Xcos0 + 1 n’admet pas de racine réelle pour 6 €]0, [, et est
donc toujours strictement positif, on en déduit, d’apres les théorémes usuels, que

‘ g est de classe €™ sur R. ‘

e Soit #(n) la propriété pour n € N : « g(0) = n!P,(cos®) oll P, est un polynéme de degré n » et
démontrons #(n) par récurrence sur n.

® Pour n=0, g(0)=1=0!P,(cosB) avec P, =1 donc #(0) est vraie.
cos 6

® Pourn=1, g'(x)= ~ donc g’(0) = cos® = 1!P;(cosB) avec P, =X donc &(1)
(1 —2xcosB + x2)2

est vraie.

@® Supposons & (n) et P(n — 1) démontrées. On vient de voir que
VxeR, (x> —2xcos® +1)g’(x) = (cos® — x)g(x)

donc en dérivant cette relation n fois par la formule de Leibniz, on obtient, pour n = 2 :

(x*—2x cos 8+1)g" ) (x)+ (Tll) (2x—2c0s0)g™(x)+ (;) 2g" D (x) = (cos 8 —x)g™(x)+ (Tll) (-Dg™V(x)
soit

(x* — 2x cos 6 + 1)g™ V) (x) + 2n(x — cos0)g™(x) + n(n — 1)g" M (x) = (cos 6 — x)g"™ (x) — ng" V) (x)
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cette formule restant vraie pour n = 1 puisque le terme n(n — 1) s’annule. En faisant ensuite x =0,
on obtient :

g™(0) — 2ncos0g™(0) + n(n — 1)g"""(0) = cos 6g™(0) — ng""(0)
et dong, en utilisant 2 (n) et Z(n—1) :
g™(0) = (2n+ 1) cos0g™(0) — n?g"1(0)
=(2n+1)cosOn!P,(cos0) — n*(n — 1)!P,_,(cosH)
2n
=(n+1) (
n

=(n+1)!P,,,(cosB)

1 0s0P, (cos0) — ——p 0
1 cosOP, (cos )_n_-l—l .—1(cos0)

en posant
2n+1 n

—XPTZ P —
n+1 n+1
Ce polynome étant évidemment de degré n+ 1, cela achéve la récurrence.

Pn+1 = Pnfl

Autre démonstration possible :

Cette démonstration est peut-étre plus directe, mais n’établit pas la relation de récurrence entre P,_;, P,
et P, 1, qui d’ailleurs ne figurait pas dans I'’énoncé initial et que j’ai rajoutée...
On procede également par récurrence, en considérant ici la propriété

Qn(x)

(x2 — 2x cos® +1)"2
dans Q, étant un polynéme en cos0 de degré <n—k.»

@)« Vx eR, gM(x) = avec Q, € R,[X], le coefficient de X* (0 < k < n)

® Pour n =0, la propriété est vérifiée, avec Q, =1.

@® Supposons & (n) vérifiée a un rang n € N. Alors, pour tout x €R :

g(n+1)(x) — Q;(X) _ (n Qn(x)

(x2 — 2x cos® + 1)"*3 (x2 — 2x cos® + 1)
_ (x?* — 2x cos® + Q! (x) = (2n+ 1)(x — cos8)Q,(x)

(x2 — 2xcosO +1)**3

1
+ 5) (2x —2cosH)

Posons alors Q,,; = (X*> — 2Xcos0 + 1)Q/ — (2n+ 1)(X — c0s0)Q,,. 1l est clair que Q,;; est un
polynome de degré < n+ 1 et que les coefficients de Q,; sont tous des polynémes en cos6 ; en
examinant le coefficient de X* dans Q,;, on vérifie également qu’il s’agit bien d’un polynome en
cosO de degré <n+1—k (afaire en détail...) ; donc & (n+ 1) est vraie.

De plus, le terme constant de Q,, est égal & Q,(0) = g™(0), et d’aprés la relation ci-dessus :

Qn11(0) =Q;(0) +(2n + 1) c0s6Q,(0)

ce qui permet d’obtenir par récurrence que Q,(0) est de la forme A(cos6) avec A € R[X] de degré
exactement n (en effet, Q(0) est le coefficient de X dans Q,, donc est un polynéme en cos6 de
degré <n-—1).

A
En posant alors P, = —,ona donc prouvé que :
n!

VYneN, g™ (0)=n!P,(cos8) ot P, est un polyndme de degré n.

b) D’apres 3.g, on a, pour tout p €] —1,1[ et tout 6 €]0, [ :

cos(n+ ) s
(o) g(p)= =5 o™,
£ \/1—2pcose+p ; |: \/2(cosa—cose ;p

Soit NeN. Pour x €] —1,1[,ona g(x)—va + Z Vpx™

n=N+1
+00 . +00 . . M |x|N+l .
Z Vx| < Z )vn| [x|™ < Z |x|" = (toujours d’apres 3.d)
n=N+1 n=N+1 n=N+1 |
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+0o N
donc lorsque x tend vers O, Z v,x" = o(xN), et on a donc g(x) = Zvnx” + o(xY). Par unicité du
n=N+1 n=0
développement limité, et d’apres la formule de Taylor-Young (g est de classe ¢* sur ] —1,1[), on a
Mo
donc vy = g N'( ) = Py(cos0), ceci pour tout N € N et on conclut :

+00
¥p €l -1,1[, g(p) = D p"P,(cos6).
n=0

Rem pour les 5/2 : on pouvait obtenir plus rapidement ce résultat en remarquant que I'égalité ()
prouve que g est développable en série entiere au voisinage de 0, ce qui permet d’affirmer directement

g"(0)
=

que les coefficients de ce développement sont bien les
Soit 6 €]0, [, p€] —1,1[ et NeN*. On avu en 3.g que :
1 N
\/1 —2pcosO+p2 1=

0
2 da
avec M= — f , et on vient d’établir v,, = P, (cos0) donc
s
0

v/ 2(cosa — cos0)

N+1
! |

$Mp
1- o]

N
\/1 —2pcosf +p? _HZ(;F’ P,(cos6)

1
En choisissant g, = > et |p| < gy, on aura alors

2M| |N+1

Z p"P,(cosB)| <

Y -1l
pe:l 22[ ‘\/I—chose—l—p

ce qui n’est tout a fait le résultat demandé, car M dépend de 6 !

Rem : En fait, on peut prouver que lorsque 8 — m, M tend vers +oo. La méthode ci-dessus est donc
trop grossiére pour obtenir un majorant valable pour tout 6 €]0, rt[.

Cependant : Cette inégalité ne servira que dans la question II.2.a, et on verra qu’on peut se contenter
de la démontrer pour 6 € ]O, %} (avec cette fois-ci un majorant indépendant de 6).

a+06 0—a
On a en effet pour a €]0,60[ : cosa—cos0 = 2sin sin . En utilisant alors I'inégalité classique
) 2t s ) " 2(a+06)(6—a) Lo
sint > — pour 0<t< —,onasi 96]0,—] :cosa—cosf > —————— et on en déduit :
T 2 2 2
f f [A a ] o .
resin— | =—-
v/ 2(cosa — cosB) 02— a2 6lo 2

On a donc finalement :

1
— Zp"P (cosB)| <

\/1—2pcose+p n=0 ﬂ|p}

Vpe]—%,%[ , VNeN*, vee]o,g] , '

Seconde partie

h est de classe €* sur ] —1,1[ comme composée de telles fonctions. De plus, pour x €] — 1,1[ et

neN,ona:
B = (1 () (2 1) (2L ns1)a—x i
- 2 2 2
135 2n-1 _1_
— e i — e .(l_x) ;7 n
2 2 2 2
(2n)! 1
. 1_ o n
7246 09
soit :
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(2n)!
22n |

(2n)!

h(")(x) - EE

(1- x)f'f” et h™(0) =

b) D’apres la formule de Taylor avec reste intégrale appliquée a h entre 0 et x, on a pour tout N € N* et
117 .
x < :I 272
N-1 xn
h(x)= ) —
n!
n=0

(x— N
(n) T A ()]
h (0)+J0 N=1)1 K™(t)dt

1 1 1
Si [x| < -, pourtout t € [0,x] (ou [x,0]) onaura 1-t € [%, g:l donc (1—t)3 N e [(%) 2 N, (%) 2 N]
2N 2N)!
(2N)! Q3N _ ﬁ( )! ‘
22NN! 2NN!
On déduit donc de la formule de Taylor ci-dessus :

d'ot1 0 < h(N)(t) <

N-1

x" N (e — N 1 (2N)!
h(x)— Y  —hM(0)| < V2 =vV2-—=
(x) ;n! O s V2o CEE 2y
Ainsi :
Vxe}—l 1[ Z h(”)(O) <K—=—= (2N)! |x[N avec K= v2.
2’2 w/1T 2N(N1)2
. 1
c) V(p,0) € R?, |p(2cose—p)| < }p|(2+ |p ); si on suppose |p| < 3 (par exemple) on aura
11|p| 1
2cos0 — -
p(2cos0 —p)] < 1 < 1.

On peut alors appliquer 1.b 2 x = p(2cos0 — p) et on aura donc V(p,0) € R? :

1 —Z [p(ZcosG m]"

A (0)
\/1 2pcosO+p2 10

lp| <

N (2N)! /11N
$CN)p) avec CN:KW ?

2. a) e Dapres L.4.cetIl.1.b, pour N € N* et (p,0) € Rx]0, [ tel que )p) < min{eg, e} :

hM(0)| =

_Ni [p(2cos6 —p)]"
= n!

i [p(2cos6 —p)]"
P, (cos0) ~ g(p) + £(p) ~ 3| L0 P g
n=0 .

h™(0)

glp)—

N-1 N-l 2cosH — "
< Zp"Pn(cose)—g(p) + Z Lo CO; 2l
n=0 0 .

<Dlo["+Cy e[

N-1 n
2cos0 —
Lorsque p tend vers O, on a donc : Z p"P,(cos0)— Z [p( ' p)] h™(0) = 0(pN) , et par unicité
n=0 n=0 n
N-1
du développement limité, les coefficients de p", 0 < n <N —1, sont les mémes dans Z p"P,(cosB) et
n=0

h9(0) (jai changé le nom des indices pour plus de lisibilité par la suite).

dans Z [p(ZcosO p]

Or:

N—-1 (i) i .
Z [p(2cose p)] HO(0) = Z h (O)plz C{) 2% cosk 0(—1)kpi~k
=0 k=0
-1

<~ h9(0

—
~

) 2k COSk e(_l)ifkpzifk
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Pour 0 < n < N — 1, on obtient dans cette somme un terme en p" lorsque 2i — k = n, c'est-a-dire
n
k =2i —n, et comme k varie de 0 a i, on obtient un tel terme seulement lorsque B <i<n.
h(i)(O)
i!

On en déduit le coefficient de p™ : Z

F<isn

i ) Lo .
(2_ )22‘_”(—1)’_(21_”) cos? " Q. et ainsi
i—n

h®(0)
il

V0 €]0, [, P,(cosB) = Z

<i<n

i 22i7n(_1)n7i COSZi*n 0
. 2i—n
2

Le polynéme Z
F<i<n

cosB pour 0 < 0 < m. Puisqu’il y a une infinité de tels réels, ces deux polynémes sont donc égaux.

i! 2i—n

hD(0) ( i

)22i”(—1)”iX2i" coincide donc avec P, en tous les réels de la forme

Rem : On a ici utilisé la majoration de I.4.c, indépendante de 0, que I'on a seulement démontrée pour
0e }0, %} , mais cela ne change rien a cette conclusion.

Finalement, on a trouvé :

i! 2i—n

@ i
— h (O) ( t )ZZi—n(_l)n—iXZi—n .

e Si on veut étre perfectionniste, on peut essayer d’arranger un peu la formule ci-dessus, en remplacant
les hO(0) par leur valeur calculée au début :

(2i)! i i .
P = - 22i-n(_1q n—lXZI—n
" <Z 22(i1N2\2i —n =D
; Sisn
Ce polynome a bien la forme demandée, avec a,, le coefficient de X", c’est-a-dire le terme obtenu pour

i=n:
@n) (n\_, . (2n)!
Zﬁ()z SOIt| an = o2

n
ePour 1 <k < 2 a,b, ; est alors le coefficient de X"~2k | est-a-dire le terme obtenu pour i =n —k,
ce qui donne :
-1*(2n—-2k)! (n—k 2n — 2k)! n \*(n-k
anbnk: ( ) ( )2 2n72k pUiS bnk :(_l)k( )
T 222k [(n— k)17 \n - 2k ’ (2n)! (n—Hk) n—2k
ce qui peut aussi s’écrire, apres quelques calculs :

(2) (&)
n 2k )\ k
<k<- =(=1) .
Pourl\k\z,bn’k (-1) o
2k
On a donc :
E(3)
P,(x)=a, | x"+ Z by X"
k=0
et
£(251)
Pn+1 =d,4 xn+1 + Z bn+1,kxn+1_2k
k=0
Donc
()
Pl ()= | (R Dx™ Y (01 = 2K) by ™1
k=0

n n+1
Mais si n est pair, E (E) =E T) , et lorsque n est impair, le coefficient n + 1 — 2k est nul lorsque

n+1 . n+1 n
k=E|——|,etonaaussi E —1=E(—).
2 2 2
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On peut donc toujours écrire :

E(3)
P:H—l (X) =d;41 (n + 1)xn+1 + Z (n +1— zk)bn+1’kxn+172k
k=0
D’autre part :
0 0
xP:l(X) +(n+1)P,(x)=a, | nx"+ Z (n— 2k)bn’kx"*2k +(n+ Dx" + Z (n+ l)bn’kxnfzk
k=0 —
E(3)
=@2n+1)a,x"+a, Y (2n+1-2k)b, x"
k=0

et il ne reste plus qu’a vérifier, a 'aide des expressions trouvées plus haut, que
n
(n+ a4 =2n+1a, et (n+1-2k)b,41xa,1 =(2n+1-2k)b,a, pourO0<k<E (5)

pour démontrer

P (x)—xP (x) = (n+1)P,(x).

Troisiéme partie

de
1. Pour ¢ € [0’2], t:tang < ¢ =2Arctant donc dgp:2—1+t2 et
I—F/Z dep _Jl 2dt _Jl 2dt
o 2+cose ), (1+t2)(2+;—§) o 3+

On peut donc la calculer :
1= [t (), 57
= | —Arctan [ — = .
V3 v3Jlo 3V3

2. En notant I1 et 12 au lieu de I’ et J, on peut écrire en MAPLE :

I1 N->1/N*add(2.0/(3+(i/N)~2),i=1..N);

I2 := N->1/N*add(2.0/(3+(i/N)~2),i=0..N-1);

Notez l'utilisation de 2.0 a la place de 2 pour forcer MAPLE a faire les calculs en flottant (et non sous forme
fractionnaire). Notez aussi I'utilisation de la fonction add qui permet d’éviter d’écrire une boucle.

3. La fonction f : t — 3 étant décroissante sur [0,1], on a

+ t2

. 1 (i ¥ 1 (i-1
Vie[1,n], ﬁf (E)S . f(t)dtﬁﬁf (T)

i-1
N

1
2dt _,

[ . * /
d’olt en sommant : VNEN,INSJ 372 She

0
On va donc calculer les valeurs successives de I}, et Iy pour N = 1,2,... jusqua avoir Iy — I < 107M, et
I+ 17
Papproximation de I que Pon proposera sera alors —2> .

1 1
En remarquant que pour N € N*, It — I\ = ﬁ( fO)—f(1) = N’ il suffit donc de calculer Iy et I{ pour

M / 11
1
N =E (T + 1. On a alors % = Iy + —=, on en déduit le programme MaprLE donnant les six

12N
approximations demandées :
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Digits := 20:
for M from 1 to 6 do
N:=trunc(10"M/6)+1;
printf("Valeur approchée de I & 10~(-%d) prés : %0.10f\n",M,evalf(I1(N)+1/12/N));

od:
Valeur approchée de I & 10°(-1) prés : 0.5993589744
Valeur approchée de I & 107(-2) prés : 0.6045276942
Valeur approchée de I & 10~(-3) prés : 0.6045990411
Valeur approchée de I & 10~(-4) prés : 0.6045997806
Valeur approchée de I & 10~(-5) prés : 0.6045997880
Valeur approchée de I & 10~(-6) prés : 0.6045997881

Remarque : ce programme est tres loin d’étre optimal, il effectue 166 667 boucles pour calculer I’lo6 !
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