— CORRIGE DM N°7 — ESIM 2003

CORRIGE DM N°7 ESIM 2003 PC I

Premiere partie

PSI* 11-12

1. a) ¢ FCE, car sila série de terme général |u,| converge, alors u " 0, donc (uy )r=o est bornée.
—00

* F# @, car la suite nulle est dans F.

* Sia€C,u=(uso €F, u' = (U )k €F, alors les séries de termes généraux |u,| et |u;| convergent,
donc, comme |auy + u;| < |aflu| + [uy], la série de terme général |auy + u;| converge, et donc

au+u’ €F.
On conclut que F est un C-sous-espace vectoriel de E.

X

b)
n 1 — gntl n
Sn(v)zz,zk: Tz si z2#1 et Sn(v)zz:l:n—l—l si z=1.
k=0 -z k=0
Xl’l _ 3 |X|I’l
2. Ona,pourtout n€N : u, —e *l < Me X—',
n! n!
n X
donc, comme la série de terme général - converge (cours), la série de terme général un—'e* converge.
n! n!
+00 n +00 n
b'e (zx)
_ n"_ =X _ —X _ a2Xa—x _ A(z-1x
3. <I>V(x)—Zz n!e —(Z o )e =e e =e .
n=0 =
4. Puisque u €E, il existe M > 0 tel que : VneN, |u,| <M,
d’ou, par l'inégalité triangulaire : VneN, |S,(w)]<M(n+1).

n

x
La régle de d’Alembert montre que la série entiére ZM(n + 1)—' est de rayon infini, donc la série entiére
n!

n=0
XTI
E Sn(u)m est aussi de rayon infini.
n=0 )

5. ¢ Si 2 #1, on a, en manipulant des séries numériques qui sont toutes convergentes :

—X —-X —X

i X" A1 et zet e
v, (x)= E S,(v)—e™ = E ——e = e¥ — et =
s n! = 1—-2z n! 1—32 1—2 1—2

e Sizg=1":

+00

(e —ze™)

+00 X" +00 xn +00 X xnfl 400 X
v (x :E n+1—e’x:E n—e*X+E —e’x:xE 7e*’c+2 —e ¥=x+1.
) I’l:O( )n! = = n! = -1 =

n n

X X
6. Puisque les séries entieres E Up— et E Sn(u)—' sont de rayon infini, leurs sommes sont de classe C*
n n!

n>0 : n>0
sur R, et donc, par multiplication par la fonction x — e~
W, sont de classe C* sur R, autrement dit sont indéfiniment dérivables sur R.

X

Deuxieme partie

e 1—zels—1x 1
7. Ona: v (x)= e —gef )= ———  — ,
v 1—2( ) 1—2 x —+0 1—g
car |e(z_1)x| = eRe(E=1x) — gRe()~1x ot Re(z)—1<0.
1 +00
D’autre part : —— = > g"=8(v).
p Ty = 27 =S
. +00 +o00 ) e(z—l)x 400 1 1
Enfin : &, (x)dx = eV Xdx = [ ] =— = ,
0 0 z—1 Jo z—1 1-3

d’ot1 les égalités voulues.

, qui est aussi de classe C*, on conclut que &, et
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+00 +00
8. a) f e *x"dx = f xM D le™* dx =T(n+1) =n!.
0 0

u
b) Considérons, pour tout n € N, lapplication f, :[0;+co[ — C, x —> —r:x”e_".
n!
e Pour tout n €N, f, estintégrable sur [0;+oo[ (cf. a)).

* La série de fonctions Z f, converge simplement sur [0;+oco[ (cf. 2.), et a pour somme ®,.

n=0

e &, est continue par morceaux sur [0;+oo[, puisqu’elle est de classe C* (cf. 6.)

+00
¢ La série ZJ |f,,| converge car, pour tout n €N :
0

n=0
00 +00 +00
L I |u, | nox
Ifa ()l dx = [x|"e™ dx = y x"e™ dx = [uyl,
0 : 0

|
0 n:

etque uekF.

D’apres un théoreme du cours sur séries de fonctions et intégration sur un intervalle quelconque, on
en conclut que &, est intégrable sur [0;+oo[ et que :

+oo +00 400 +oo [ +o0 +00
f ®,(x)dx = f (an(x)) dx = Z fa(x)dx = Zun =S(u).
0 0 n=0

n=04J0 n=0

xn
9. a) Notons,pourtout neN: f,:[0;4+00[ — R, x—> f,(x)= un—|e_x.
n!

Pour tout n €N, f, est de classe C' sur [0;+oo[ et, pour tout n > 1 et tout x € [0;+oo[ :
/ Un n—1_,—x n,—x Un n—1_,—x
filx)=—(nx""e ™ —x"e™) = —(n—x)x"""e™".
n! n!

Il en résulte que |f,| est croissante sur [0;n] et décroissante sur [n + oo[, et que :

n

n
||fn||oo = |fn(n)| = |un|me_n-

) \ .1 nn nn —n 5
D’apres la formule de Stirling, n! ~ —+/2nn, donc et~ ———, d’ou
n—oo € n!

fulloo =_oClt, ).

Comme la série de terme général |u,| converge, il en résulte que la série de terme général ||f, |l
n

x
converge, et donc la série de fonctions Z u, —'e_x converge normalement sur [0;+oof.
n!

n=0

b) La série de fonctions E f,. définie en 9.a) converge normalement, donc converge uniformément, sur

n=0
n

[0;+00[, et, pour tout n € N, f,(x)= un%e_"x i 0, donc, d’apres un théoreme du cours sur
convergence uniforme et limites : '
+00 n
®,(x) :Zun—|e_x — 0.
—0 n! X — +00

n
x
10. a) La série entiere E U, — est de rayon infini, donc sa somme est de classe C* sur R et on peut dériver
n=0 n
terme a terme, d’oli, pour tout x €R :

d +00 nxn—l +00 xn—l
—x x| _ —x — a X [
e T [‘I:ou(x)e ] =e n; Up—— = e n; u, TR
D’ou
d +00 xn—l +00 Xn
—x x _a—X —e X
e T [@u(x)e ] +P,(x)=e n;un =11 + HEZO S, (w) - e
+00 n—1 +00 n—1
x x

= E Sp— ——e ¥ =e* E S —_—
nzl( n 1(u)+un) (Tl—].)!e S - n(u)(n_l)!
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b) Comme en a), 'application ¥, est de classe C* sur R et on peut dériver terme a terme, d’oli, pour tout
xeR:

) ~ d +00 xn B +00 xn ~ +00 xn—l
V(0= — [;sn(u)g] —e ;sn(u)m =e ;sn(u)m ~ 0, (x)
=V, (x)+ e*x% [@u(x)ex] -V, (x) =e (0 ,(x)e* + &/ (x)e*) = ], (x) + &/ (x).

¢) On adongc, pour tout t €R :

t t

W (x)dx =¥, (0) + J (®,(x)+ @/ (x)) dx
0

v, (1) = ‘I’u(0)+f
0

t
=¥, (0)+ f @, (x)dx + [@,(x)]{5, = f @, (x)dx + &,(¢),
0 0
car ¥,(0) = 9,(0) = uy,.
11. D’apreés 9.b), &,(t) — O.
t — 400
+00

D’apres 8.b), &, est intégrable sur [0;+oo[ et f ®,(x)dx = S(w).
0

On déduit, d’apres 10 c) :

T, (1) = J v,(x)dx +0,(0), —Sw).
0

Troisiéme partie

12. a) Ona, pourtout nE€N :
n (_1)k n 1 1 n
il Z(—l)kj xFdx = J Z(—x)k dx
k=0 k=0 0 0 k=0
1 1 1
1—(=x n+1 1 Xrl+l
= 1= 0™ dx = dx — (—=1)"*! dx.
0 1+ x 0 1+ x 0 1+x

1xn+1 1 ) 1
0$ dx$ Xn+ dx =
o 1+x 0 n+2

Comme :

limO,

I s o (=1
il en résulte que la série de terme général u, = 1
n

converge et que :

T
S(u) =J dx =1n2.
o 1+x

(-1
k=n+1 k+1
D’apres le théoréme spécial a certaines séries alternées, cette série converge (ce qu’on vient de voir) et la

valeur absolue du reste est inférieure ou égale a la valeur absolue du premier terme du reste, c’est-a-dire :

="
n+1

b) Soit n € N fixé. La série

est alternée et son terme général, en valeur absolue, décroit vers O.

1
n+1

Il <|

¢) Remarquons que u € E (car la suite u est bornée), mais que u ¢ F (car la série de terme général |u;|
diverge).

On a, d’apres 12 a), pourtout neN : S, (u)=S(u)—r,=In2—r,.
XTl
Considérons, pour tout n € N, lapplication h, : [0;+oco[ — R, x —> h,(x) = rn—'e_x.
n!
n 1 n" 1 1 1 1

n
Comme en 9.a) : ||h =|h,(n)|=|r,|—e™ < —e " ~ ~ S
) ¢ hplloe = [hp(n) = | nln! i Tl A T
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d’oti, d’apres I'exemple de Riemann, la convergence normale, donc uniforme, de la série des h,,.

Comme la série des h,, converge uniformément sur [0;+oo[ et que, pour tout n € N, h,(x) — 0,
X — (00)

+00

on déduit, d’aprés un théoréme du cours sur convergence uniforme et limites, Zhn(x) — 0, et
X — (09)
n=0
donc lim ¥, (x)=In2.
x — +0o
13. a) + O tout R@()f(nnn (Z(x))
. a) * Ona,pourtout xeR : x)= ,
P " “~n+1 n! (n+1)!
( x)n+1 1 e ™ — e—2x
dou,si x#0: @ x———( )e*’cz——e*x—le*’cz
£0: @,(x) Z T —( ) .
D’autre part, d’apres le premier terme de la série entiere, ®,(0) = 1.
* Lapplication &, est continue sur [0;+oo[ (cf. 16.), et x2®,(x) = x(e™ — e 2¥) — 0 (par
X — (0.9)
prépondérance classique), donc ®,, est intégrable sur [0;+oo[.
b) Considérons I'application
e at _ e—bt
g: [a5+o0[x]0;+o0[ — B, (x,0) — g(x,t) = ——
e g est continue sur [a;+oo[x]0;+oo[.
e Soit b € [a;+oo[. On a, pour tout (x,t) € [a;b]x]0;+o0[ :
e—at _ o—xt e—at _ efbt
x,t)| = <
lg(x, ) " "
e at _ e—bt
et 'application g, : t — — est continue par morceaux, positive ou nulle, et intégrable sur
( —at 1) (efbt _ 1) )
10; 400, car, en 0, @, (t) = . — —a+Db, et,en oo, t Lpb(t)t - 0, par
t — — T00

prépondérance classique.

Ceci montre que g vérifie 'hypothése de domination locale.

—Xxt

0
e Dapplication a_g :(x,t) — e™*" existe et est continue sur [a;+oo[x]0;+o0[.
x

¢ On a, pour tout (x,t) € [a;+oo[x]0;+oo] :

|3 (x, t)|—e*’“<e at,

—at

et I'application t — e~ est continue par morceaux, positive ou nulle et intégrable sur ]0; +oo[.

0
Ceci montre que a—g vérifie 'hypothése de domination.
x

+OO
D’apres le théoréme de dérivation sous le signe f , il en résulte que F est de classe C! sur [a;+oo[

0
et que, pour tout x € [a;+oo[ :

+00 +o00 _
3g e Xt] +00
F(x)= J —(x,t)dt = J e *tdt = =
0 Jdx 0 [ t ]

0

= |-

Par primitivation, on obtient, pour tout x € [a;4oo[ :

+oo +o<>1
F(X)=F(a)+J F'(t)dtzj ?dtzlnx—lna.

a

Remarque : On pouvait calculer F(x) par une autre méthode, utilisant la linéarité de I'intégrale, des
changements de variable, la relation de Chasles.
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14. D’aprés 13.a), $, est intégrable sur [0;+oo[ et :

+o0 +00 e X — e,zx
J d)u(x)dx:f ——dx =F;(2)=1n2.
0 0 X

D’autre part, d’aprés 12.c) : ¥, (x) — In2. On conclut :
X — (09)

+00

1im+ \Ilu(x)zf ®,(x)dx.
0

Corrigés de problemes — © TLEGAY — Lycée d’Arsonval 5/5 26 janvier 2012



