PST* 08-09

CORRIGE DS N°6

I. Calcul de F(1) et F(2)

. . . . 1 L L. .
1°) Soit z € R; si & > 0, alors la suite <x> tend vers 0 en décroissant; donc la série alternée
n n>1
(-t : G -
E —— converge; si z < 0, la suite B ne converge pas vers 0, donc la série
n
n>1 n>1

(-t .
Z ———— diverge (grossicrement).
n>1 n
Le domaine de définition de F' est donc R7 .

=

2°) a) Sur lintervalle } -5 g[ par exemple, on a tan = 52 = —%SS), = (—Inocos)’. Donc

In2

2

(=N

J1 = /4 tant dt = [—ln(cost)}
0

b) Sur lintervalle [0, %] , 0 < tant < 1, donc (J,,) est décroissante a valeurs positives, donc

convergente.
c) En utilisant le changement de variable u = tant, on a

1
n+1"

us 1
In + g2 = /4 (1+ tan?t) (tant)" dt = / u" du =
0 0

En faisant tendre n vers 400, on en déduit 21 = 0 soit h:{l Jn=0.
n—roo

1
d) Pour tout entier naturel non nul &k, on a %= Jok—1 + Jor+1. Donc

— (—DF - k1
BT Z(—l) (Jok—1 + Jok+1)
k=1 k=1

= (N1 +B)—(J+J5)+-+ ()" (Jap1 + Jont1)
= Ji+ (—1>n+1j2n+1

apres télescopage.

1
e) On fait tendre n vers +oo dans 'égalité ci-dessus. On en déduit : 3 F(1) = Ji, donc F(1) =
2 Jl =In2.

2

3°) Ona: F(2) = %, voir démo. en II.3

II. Quelques propriétés de F

(_1)n71

1 - 1 -
s ‘ < e Comme la série Z vy est convergente (a > 1), la série

n>1

1°) a) Vn > 1,Vx > a,

(_1)71—1
Z ~———— converge normalement sur [a, +-00[.
n>1
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(-1

b) On en déduit qu’elle converge uniformément sur [a, +oo[. Comme, pour tout n > 2,

n® T—+00
(=pr* - e .
0 et que, pour n = 1, ———— =1, le théoreme de passage a la limite terme a terme permet
+o0 -1 +o0 -1
—1)" —1)"
d’affirmer que F'(x) = Z (=1) lim (=1) =1.
n=1 n e n=1 rotee ne

1
c) Chacune des fonctions x — — étant continue, on en déduit également la continuité de la fonction
n

somme F' sur [a,+o0o] pour tout a > 1, donc la continuité sur |1, +o0].

d) Du critere spécial des séries alternées, on déduit aussi que, en notant R, (x) le reste d’ordre n

de la série définissant F' : |R,(x)| < ]((7;11);1] = (n+11)r' Soit alors a > 0; pour z € [a,+00[, on a
|Rn(z)| < ﬁ et nEI—Eoo CFSID =0, il y a donc convergence uniforme sur [a,+o0o| de la série

de fonctions définissant F'.
Comme dans la question précédente, on en déduit que F est continue sur [a, +o00[ pour tout a > 0,
donc sur R? .

2°) Dérivabilité de F
Int t* 11 —zInt
a) Soit > 0. La fonction hy : t — o est de classe C™ sur |0, +o00[ et hl(t) = <t2m)
Donc h’, est négative sur I'intervalle [e'/®, +o0[ et positive sur |0, e'/?]. Donc h, est décroissante
sur [e!/*, 4-00[ et croissante sur |0, e!/*].

Inn
On en déduit que la suite <I> est décroissante a partir du rang E (el/ m) + 1.
n n>1

1
b) fu:x+ (=1)""le=®I7 est de classe C! et f/(x) = (—1)" nn

ne
Inn

Soit @ > 0. On pose N, = E (el/a) + 1. Pour tout x > a, la suite (:C) tend vers 0 en
n n>Ng

décroissant ; donc la série alternée E fr(x) converge et, pour n > N,, son reste d’ordre n,
n>Ng
pn(x), vérifie :

In(n+1)|  In(n+1)
g -1 ntl X .
ie)] < |-yt ) <
In(n+1) - / ; 4
Donc sup |pn(z)] < n1)e - 0. Donc la série Z f,, converge uniformément sur [a, +o00.
3320, n n—-0oo

n>1

e Pour tout n > 1, la fonction f,, est de classe C! sur ]0, +o0[;
e la série Z fn converge simplement sur |0, +o0o] et sa somme est F';
n>1
o la série Z f7, converge uniformément sur tout segment inclus dans |0, +oo.
n>=1
D’apres le théoréme de dérivation terme & terme, F est de classe C! sur ]0, +o0 et

+oo

Inn
Ve >0, F'(z) =) (-1)"—-.
x>0, F'(z) nzl( )
3°) Lien avec ¢
KR (-1 X2 X1
Pour x > 1, F(x) — ((z) = Z T k) = —2l-¢ Z == —217%¢(z). On en déduit
n=1 k=1 k=1

I'égalité : F(z) = (1 —2177)((z).

Comme 27 ——— 0, F(z) ~ ¢(x) au voisinage de +oo et donc ((z) — 1.
xr——+00 r——+00
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IT1. Produit de Cauchy de la série alternée par elle-méme

6°) étude de la convergence

-1 n—1
a) Lorsque z > 1, la série Z % converge absolument ; donc la série produit de Z

n>1 n>1

(-1

n.l’

+00 —1 2
—1)"
par elle-méme converge absolument et sa somme vaut : ( g ()x> = (F(x))? (théoréme
n

n=1
du cours...).

n—1
1
b) Pour z > 0, ¢, (x) = (—1)"2 Z T Comme k +— k(n—k) est maximum quand k = g et
k=1

n—1

1 1 —1)4*
que la somme comporte n — 1 termes, |c,(x)| = kgl T =P >(n—1) CDEE = (n nzx) .
1 (n—1)4" - : . . :
Pour 0 < z < 30 ga - aune limite strictement positive (finie ou non), donc la suite (¢, (z))
n
ne converge pas vers (. Donc la série E cn(x) diverge grossiérement.

n>2
7°) Casouz=1

)1 R A
a) —0——=—|= . Donc
Xtn-X) n\X "n-X "

k=1 k=1 k=1 k=
1921 Hy
— 2 _1 n—2 - i 2 _q\yn—2-"1n
(123 Loy
k=1
b) Monotonie
H,_ H 1 1 H 1 1 1
nl_ n _ = Hn—* B n :Hn L T
n n+1 n n n+1 n n4+1 n?

1 1 1 n—2

> (1+2>n<n+1)‘nz:2n2(n+1>

= 0.

. H, 1 )
Donc la suite n est décroissante.
n n>2

n—1

n

c) "Classiquement”, H,, ~ Inn au voisinage de +oc. Donc la suite ( ) converge vers 0 en
n>2

décroissant et la série alternée g cn(1) converge.
n>2

IV. Calcul de la somme d’une série a 1’aide d’une étude de ( au voisinage de 1

1°) Développement asymptotique en 1

a) On pose h = 2 — 1. Comme F est dérivable en 1, au voisinage de 1, on a :
F(z) = F(1)+hF'(1) + o(h) =1In2 + hF'(1) + o(h).

In?2
On a aussi, d’apres la formule de Taylor-Young : 1 — 2% =1—e "2 = pIn2 — nThQ +o(h?)
au voisinage de x = 1.
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b) Développement de ¢

@) = F(z)  Wn2+hF'(1)+o(h) 1 In2+hF'(1)+o(h)
o122 In?2 ~ hln2 2
hm2—3?m2+dm) BT htolh)
—_ 1 / 1112 o ]_ , 1n22
— g (2 AP o) (14 520 o)) = s (2 n () + 250 ) o)
1 F'(1) In2
7 —_ 1
h+<m2+'2>+“)

2°) Développement asymptotique en 1 (bis)

1
a) Pourn>1letzell,2],t— I est décroissante sur [n,n + 1] (qui est un intervalle de longueur

1 a1 o 1 1
1), donc ——— < — < —. On en déduit que : 0 < vp(z) < — — ———.
(n+1)* n 1T T n® n® (n+1)*
1 (1 1 1
b) P € 1,2],1 ite | — 0); — | =1
) Pour z € [1,2], la suite (n”>n>1 converge (vers ),comme; (kl’ (k+1)9”) NG
1 1
la série Z — — ——— ] converge. De I'encadrement précédent, on déduit la convergence de
= \n® (n+1)*
la série Z vp ()
n>1
n n
1 nHlqt oot 1
c) Pouer]l,Z],ka(x):ka—/l tzm((w)—/l t—m:C(aj)—x_l.
k=1 k=1
+oo
d) La série qun converge simplement sur [1,2]. Notons Ry, (z) = Z vg(z) le reste d’ordre n de
n>1 k=n+1
+oo
- s 1 1 1 ) 1 1
la série. D’apres (a), 0 < Ry(x) < kzgrl (k;x e 1)93) = CESVEE kglfook:? = CFSIE
=n
1
Donc sup |R,(x)| < 0. Donc la série » v, converge uniformément sur [1,2].
z€[1,2] " (Tl—l— 1)1 n—-+00 ; "
1 1 1 1 1
e) Pour z €]1,2], v,(z) = e R (nxl e 1)x1> ;on(l) = o= In(n+1) +Inn.

vy, est continue, sauf peut-étre en 1.

1 1
EFnl:enposant h=x—-1, —
n$

= — + 0o(1) par continuité de ’exponentielle x — n~% en 1 et
n

1 1 1 L —hIn(n+1) 1
— == nn _ g=hin(nt)y — Z((1 — pl —(1-nl
(- ) R ) =5 (W= nlanto() — (1~ hlnfn +

1

1) +o(h)) =In(n+1)—Inn+o(1); donc v,(z) = —+In(n+1) —Inn+o(1). Donc v, est continue
n

en 1.

On en déduit que la série E vy, est une série de fonctions continues sur [1,2]. La convergence
n>1
uniforme sur [1, 2] entraine donc la continuité de sa somme sur [1, 2].

+oo +o0
1
On en déduit que ((x) — 1 Zvn(x) = (Z Un(1)> +0(1) = v+ o(1) au voisinage de 17.
n=1 n=1

1
D’ou ((z) = " + v+ 0(1) au voisinage de 17.

3°) Application
Par unicité du développement limité en 11 (éventuellement en multipliant par (z — 1)), on déduit de

F'(1 In2 In2
.... les égalités a = 1 et (1) + g b=+.Dou F'(1) =In2 <fy — n>.

In2 2 2
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1)

3°)

4%)

5%)

“+o00 n—1
-1 1 In2
Dapres .. ,E:()Im—_pm—mzv;_O.
V. Etude d’une fonction

Siz <0, lim wu,(z) =4+oc0;siz =0, lim wu,(x) =In2: dans ces deux cas, la série de terme
n—-+00 n—-+4o0o

général u,(z) diverge grossierement.

Siz > 0,alors lim e "™ =0, donc uy(x) =In(l+e ™) ~pjioo €
n—-+0oo

termes positifs, on en déduit que la série de terme général u, (z) converge.
En conclusion, Dy =|0, +o00].

" . par comparaison de séries &

Soit @ > 0. Pour z € [a,+oc[,ona Yn € N 0 <In(1+e ™) < In(14+e ") (terme général d’'une série

convergente). La série de fonctions Zun converge donc normalement sur [a, +oo[ pour tout a > 0.
n>0

Les fonctions u, étant continues, on en déduit la continuité de la somme f sur [a,+oo] pour tout

a > 0, donc sur R .

Pour tout n € N*, la fonction u, est strictement décroissante sur R* , donc f est strictement décroissante
sur RY (par addition d’inégalités de méme sens, I'une au moins étant stricte).

La série Zun converge normalement donc uniformément sur [1,4+o0[; lim wug(x) = In2 et, pour

r—+00
n>0
n € N*, liIJIrl up(x) = 0. Par le théoreme d’interversion limite-somme, on déduit que A\ = lirf f(z) =
T— 100 Tr— 100

In 2.

a) Pour tout = > 0 fixé, la fonction 1), est décroissante sur R, donc

n+1
VneN /wm+1wg/ ot dt < ()

On en déduit que

n

n+1
/ U (t) dt < Go(n) = wn(z) < [ talt) dt

n—1
(la premiere inégalité est vraie pour tout n entier naturel, la deuxieme & partir du rang 1). En
sommant ces inégalités (les séries et intégrales impropres étant convergentes), on obtient

—+00 “+00

+o0
Golt) dt < wn(a) = fl@) <2+ [ () dt
n=0

0 0

(la convergence de l'intégrale impropre résulte directement du théoréme de comparaison série-
intégrale. Elle peut aussi se démontrer ainsi :

V() = In(1 + e™) ~ 1o e *. Or on sait que, pour z > 0 fixé, la fonction ¢ — e~
intégrable sur R, il en est donc de méme de la fonction 1,.)

b) La fonction y — In(4+y) ost continue sur 10, 1], et prolongeable par continuité en 0 (avec la valeur

1) d’ou lexistence de 'intégrale. On la calcule maintenant par une intégration terme a terme.

Tt egt

+o0
Sur l'intervalle I =]0,1[, on a w = an(y), en posant f,(y) = (—1)”*1%. Cette série
n=1

vérifie les condions du critére spécial sur les séries alternées, donc son reste d’ordre n est majoré,
y" . . . 1 .

en valeur absolue, par |n—Jrl ; donc est uniformément majoré par -7, qui tend vers 0 quand n

tend vers +oo. Cette série de fonctions converge donc uniformément sur [0,1] et on peut donc

intervertir série et intégrale :

/Olmawdy _ /Ol(f(_l)m’:) dy:*fuf—l /Olymdy

Yy n=1 n=1
+o00o 1
(_1)n+
= Z = F(2).
n=1
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c) Le changement de variable y = e~'* donne

+oo

oo % 1In(1 F(2
bal(t) dt:/ (1 + e~t) dt = _/ n(+y) 4, - 2
0 0 1 Y z
La question ..... donne alors
F(2
0 < fay <cm2+ 22
x
soit 'encadrement recherché avec A =1In2 et pu= F(2) = 7{—;
2
6°) Donc F(2) <z f(z)<xln2+4+F(2) et 1im+xf(x) F(2)= % Donc f(z) ~ % lorsque z — 0.
z—0
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