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CORRIGE DU DS°2 I

| QUESTIONS DE COURS : E3A PSI 2008 |

Je ne reviens bien siir pas sur les démonstrations...

Question 1.
1. L'implication proposée est fausse comme le montre le contre-exemple suivant :

1
Si u, = — pour n € N*, la suite (u,) tend bien vers 0 lorsque n tend vers +oo ;
n

L. . 1.
cependant, la série harmonique E — diverge!
. n
neN®

2. 1l a été démontré en classe que I'implication est vraie :
Si la série E u, converge, alors la suite (u,) converge vers 0.
n=0
3. Limplication a été démontrée en cours pour des séries a termes positifs !.
Dans le cas général, I'implication est fausse comme le montre le contre-exemple suivant :
" 1 (-1)"
= +—etv,=
Jn n Jn

Soit, pour n € N*, u,

On abien:u, ~ v,.
n—-+o0o

Cependant, la série de terme général v, est convergente, car elle vérifie le critére
spécial sur les séries alternées, et la série de terme général u, est divergente, comme
somme d'une série convergente (celle de terme général v,,) et d'une série divergente
(la série harmonique).

4. Limplication proposée est fausse comme le montre le contre-exemple suivant :

="

Siu, = pour n € N*, |a série de terme général u,, converge (série harmonique
alternée) mais la série de terme général |un| diverge (série harmonique).

La réciproque de la propriété est, elle, vraie : toute série de nombres réels qui est absolument convergente
est convergente.

Question 2.

On démontre que la série proposée vérifie le critere spécial sur les séries alternées. En effet :

Inn
e Pourtout n =2, u, =(—1)"— est du signe de (—1)" : la suite est bien alternée.
n

e lim u, =0 d’aprés les croissances comparées des suites usuelles.

n—-+o0o
. Inx . , 1—-Inx
e Sion pose, pour tout x > 0, f(x) = ——, f est dérivable sur R’ et f'(x) = ——— pour tout
x x
x> 0.

u,| = f(n), on en déduit que la

Pour x > e, f'(x) <0; f estdécroissante sur [e,+oo[ ; puisque
suite (|un|) est décroissante pour n = 3.

11 résulte donc du critére spécial sur les séries alternées que la série E u, converge.
n=2
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PROBLEME : CCP PSI 2006

Partie I : deux exemples.

I.1. Cas d’une suite constante.
Soit a € C* ; on suppose ici que la suite a est définie par Vn €N, a, = a.

I.1.1. D’apres la formule du binéme,

n

Z(D:(HU":T

k=0

1
1.1.2. Onadonc: a:——nZ( )a——zna—a
k=

1.1.3. a étant différent de 0, les termes généraux des séries E a, et E a, ne tendent pas vers
n=0 n=0
0 : ces séries sont grossierement divergentes.

1.2. Cas d’une suite géométrique.
Soit z € C ; on suppose ici que la suite a est définie par : VneN, a, =2".

1.2.1. Toujours d’aprés la formule du binéme :

1 < (n 1 < (n 1
Q:ZE (k)ZkZE (k)zkln_kzﬁ(z+1)"
k=0 k=0

z4+1

Ainsi, (a;) est une suite géométrique de raison

1.2.2. On suppose ici que |z| < 1.
1.2.2.1. On sait calculer la somme des termes d’une suite géométrique. La raison z étant

différente de 1,
n 1 zn+1

St

k=0

Pour |z| <1, lir}ri 2" =0 donc ce terme admet une limite. Ainsi, E a, converge et
n—-+oo
neN

Alz) = izk =
n=0

1+ 3|
< <1et
2

z+1
2

E a, est donc aussi une série géométrique convergente
neN

+00 . 1 2
Za = = = 2A(Z)

noopozl 14

1.2.2.2. On a

de somme

1.2.3. On suppose ici que |z]| =1

1.2.3.1. La série Zan = Zz” est grossierement divergente (terme général qui n’est pas de
n=0 n=0
limite nulle). sk

—1 n
1.2.3.2. Pour z=—2,0naa, = on la série E a;, est une série géométrique de raison —3
n=0

et elle est donc convergente (de somme 3 ).
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(1+€%)"

1.2.3.3. Pour z = € avec 0 < |§] < m, on a a, = — Donc Za: est une série
n=0
e o 1+4e”
géométrique de raison .
Or:
(2
14l (14 cos(0))?+sin?(0) 1+2cosO+cos?>0+sin?0  2(1+ cosH) , (0
= = = = COS —
2 4 4 4
el m
donc <1 puisque 0 < |=| < 7

La série E aZ est donc convergente et a pour somme :
n=0

=0 1 3 e'2 2 —el2
_i8 . —ib
2e7 "2 ie™'"2 1+ (9 )
= = = icot| =
—2i sin% sin% 2

Partie II : étude du procédé de sommation.

Rem : L'énoncé supposait dans cette partie que a est a valeurs réelles, mais cela ne sert strictement a rien
pour les démonstrations !

II.1. Comparaison des convergences des deux suites.
I1.1.1. Soit n € N*, on considere un entier k fixé, k € [0,n].
n n! n(n—-1)...(n—k+1 nk
II.1.1.1. = = ( ). ) ~ —.
k k!(n—k)! k! n—+oo k!

I1.1.1.2. Par croissance comparées, on a donc

im —(") =0
n—lIIi-looE k -

q
IL1.2. Sy(n,a)= Z (Z) %

k=0
q étant fixé, S,(n,a) est donc une somme finie de termes de limite nulle et

nEToo Sq(n,a) =0

I1.1.3. Soit € > 0. Comme a est de limite nulle, il existe un rang q tel que Vk = q, |a;| < ¢/2.

La suite Sy(n,a) étant de limite nulle, il existe n, tel que Vn = ny, [Sq(n,a)| < &/2.

On a alors
1 &G (n e 1 & [n)e
* B — f— — f—
Vn = ny, |a,| = |Sq(n,a) + " Z (k)ak < 2+2n Z (k)z
k=q+1 k=q+1
" (n " /n
n i
Comme kz (k) < Z (k) < 2", on a finalement
=q+1 k=0

Vn=n, lay| <e

et on a montré que
lim a;=0
n——+o00

Remarque : Il s’agit la de la démonstration classique du célébre théoréme de Césaro !
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II.1.4. Puisque lim a,=/{¢,ona lim (a,—¢)=0.
O n—+oo n——+o00
r:

=25 (M= 2 (M- 0+ 23 (Me=b2 40 ob by=a,—¢
T k)T o g ) on L\ )t T Pn T O Pn=n

k=0
~—_—————
={
Comme lim b, =0,ona lim b’ =0 d’apres la question précédente et donc
n—oo n—oo

lim a; =¢
n—oo

I1.1.5. On vient de prouver que la convergence de la suite (a,),cy implique la convergence de la
suite (a;),ey mais la réciproque n’est pas toujours vraie.

En effet, pour a, = (—1)", la suite (a,),ey €st une suite divergente et

Vnen, o= 1Zn: ") 1) = A+ (1) =0
n ’an_znk:0 k T on -

Donc ici la suite (a};),ey €st convergente.

Il n’y a donc pas équivalence entre la convergence de la suite (a,) ey et celle de la suite (a),en -

I1.2. Comparaison des convergences des séries E a, et E a,.

n n
Pour n € N*, on note S,, = Zak, T, = Za,’i, U,=2"T,.
k=0 k=0
I1.2.1. 1l suffit de calculer :

UO=T0=a0=SO

1
U]. = 2T1 = Z(ag + a;[) =2 (ao + E(ao + al))) = 280 + S].

1 1
UZ = 4T2 = 4((13 + ai +Cl;) =4 (ao + E(ao +(11) + Z(ao +2a1 + az)) = Sz +381 +380

1 1 1
U3 =8T3 =8(ay+aj+a,+a;)=8 (ao + E(ao +a)+ Z(ao +2a; +ay) + g(ao +3a; +3a, + ag))

=8 ay +4(a0 + a1)+2(a0 +2a1 +a2)+(ao +3a1 +3a2 + ag) = Sg +4Sz + 681 +4SO
~ ——

:SO :SI =Sz+Sl _SO :S3 +282 —ZSO

Im.2.2 .
I1.2.2.1. On reconnait dans les expressions précédentes les coefficients binomiaux.

On peut dOHC penser que
L/n+1
U, = S
n Z (k + 1) k

k=0

< .. n+1
cest-a-dire A, = k41)”

11.2.2.2. Soit 'hypothese de récurrence :

L 1
(Hn):Un=Z(ZIJSk

k=0
e On vient de voir que cette hypothese est vérifiée pour n =0,1,2,3.

e Sion suppose (H,,) réalisée a un certain rang n, alors :
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n+1 n
Unpr =2"1T, 1 = 21> Taf =2 (2”Za:) +2mtlgh
k=0 k=0
—_—
:Tn
n n+1
n+1
=227\n,k8k+ ( k )ak
k=0 k=0
n n+1
n+1
=2 AuiSe+ ( ) )(sk—sk_l) (car ay = S — Sx_1)
k=0 k=0
norm41 wlrn41 nn+1
=2 S, + S, — S, dapres (H
;(kﬂ) . ;( C s ];O(kﬂ) . daprés (H,)

n

k=0

((

n+1

2.

k=0

n+2
k+1

n+1
k+1

n+1
k

) ()a-E s

vV
_(nt2
T \k+1

donc H, = H,,;,, ce qui acheve la récurrence.

I1.2.3. On suppose que Z a, converge et on note S sa somme. Grace a la question précédente, on

n=0
a

n—1

Un—l =
k=

0

n S—
k+1)°k™

n

2.

k=1

n

Sk-1= Z

(n)s (S_, =0)
e k k—1 -1

n
k

(-

Comme lim S,,_; =S, la question II.1 donne :

n—+oo

ce qui donne

[1.2.4. D’apres 1.2.3, si a, = (—2)"

-1
— S ouencore T, _; =
n 2n

n

2.

k=0

. 1
lim —
n—+oo 2N

n
K Sk-1=35

n—1 s
— 2S. La série E a, converge et

-1

n=0
00 00
*
E a, =2 E a,
n=0 n=0

. *
alors Z a, diverge alors que Z a, converge.

n=0 n=0

Les séries E a, et E a, n’ont donc pas toujours méme nature.

n=0 n=0

Partie III : une étude de fonctions.

III.1. Etude de f.

IMI.1.1. f(x) est évidemment définie pour x =0 (et f(0)=1), et, pour x #0 ;

ce qui prouve, par la régle de d’Alembert,
n

X

xn+1

(n+2)!

n

|x]|
= e
n—4 2 n—-+oo

X
(n+1)!

la convergence absolue (donc la convergence) de la

Ainsi, f est bien définie sur R (et elle y est de classe ¢ d’aprés la propriété admise dans

Iénoncé).
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III.1.2. Pour tout x €R :

+00 _.n

X X
xf(x)= Z( g

n=1

—X

I11.1.3. Donc immédiatement : e * f(x) = six#0 etvaut 1 en O.

II.2. Etude de g.

n

o,x" x
I11.2.1. Pour tout entier n = 1 : o, < n donc, pour tout x réel : n' Sl
n! n—1)!
le
La série de terme général —1)' étant absolument convergente (méme démonstration que dans
n—1)!
I11.1.1), il résulte des théorémes de comparaison des séries a termes réels positifs qu’il en est de
o,x"
méme de la série de terme général —
Ainsi, g est bien définie sur R.
I11.2.2. D’apres les propriétés admises dans I’énoncé, on peut écrire :
,o S onxtt 8 o x"
g(")—z n! Z(n_l)u Z n!
n=1 ’ n=0 ’
donc
(O. )x Tl n
/ nt1 — On
x)—g(x)= Z L T C A Z S Z —
JORHORDY TR Ny R

Ainsi: g'—g=f.
I11.2.3. Les solutions de 'équation différentielle y’ — y = 0 sont de la forme x — Ae*. On applique

la méthode de la variation de la constante pour trouver celles de I'équation y’' —y = f.

On cherche donc g(x) sous la forme A(x)e* ce qui nous conduit a
X

A (x)e* = f(x) dou A (x)=e ™ f(x) puis A(x)= J e 'f(t)dt +cste et enfin
0

g(x)= (J e 'f(t)dt + cste) e*
0

Or g(0) =0 donc cste =0 ce qui donne bien la relation de I"énoncé.

I11.3. La fonction F.

n

400
II1.3.1. Onsaitque: Vx eR, e = Z
n=0

1—e X +00
e f(x) = —— =Z(

n=1

, donc, d’apres I11.1.3, on aura, pour x # 0 :

1)n+1 n—1 +00 (_1)nxn

n! L (n+1)!

I’égalité restant vraie pour x = 0.

On peut alors poser, pour tout x €R :
( 1)n n+1
G J—
(x)= Z (n+1)(n+1)'

la série écrite ci-dessus étant absolument convergente pour les mémes raisons que dans III.1.1
(regle de d’Alembert).

D’apres la propriété admise dans I’énoncé, G est de classe € sur R et

= (-1

+
Vx€eR, G’(x)zz CEE =e " f(x)
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X
Puisque G(0) =0, on en déduit G(x) = f e 'f(t)dt = F(x) et finalement
0

N R G e N G D
F(x)—GX)—;)m_; n.n!

o0 ) (_1)n+1xn too X"
— X — P N = _
[M1.3.2. VxR, g(x)=¢e"F(x)= kZO |- zl: —— Z:)on g
= n= n=
On effectue le produit de Cauchy des deux séries, qui sont bien absolument convergentes, et on

identifie les coefficients (ce qui est permis d’aprés une propriété admise dans I'’énoncé), d’ot :

\V/ EN* -n_ k-‘rl
. Z( 2 kk'(n k)'
e o (CD
II1.4. L .
aserleZ .
II1.4.1. Soit =1 ki ! k e N*
4.1. Soit wy =In| — k+1pour .
[1.4.1.1. Ona
1 (1 1 ) 1 1
=—h(l-—|-—— ~ ——
Wk K+1) K+ Lkotoo 20k +1)2
%2
puisque In(1+x)—x ~ — —.
x—0 2

1
La série de terme général = étant une série a termes positifs convergente, il résulte des

théoremes de comparaison que la série de terme général w; est elle aussi convergente.

Il1.4.1.2. Soit v, =0, —In(n) ; on a v, —v,,1 = w,. Or on sait que la série Z(vn —V,41) etla
n=1
suite (V,)pen+ ONt méme nature (résultat important du cours !) ; d’apres la question précédente,
la suite (v,) est donc convergente.

Rem : sa limite est la constante d’Euler ¥ ...
I11.4.2. En regroupant les termes d’indices pairs et ceux d’indices impairs, on a

n

2n k+1
Tz”:kz( 2 __sz sz1—1
np&, 1
=D D
92 kgzk ;Zk—l

En faisant la différence, on obtient
Ton = 0O2p — Op

[l1.4.3. Vn eN*, 1,5, =0y, — 0, = (05, —In(2n)) — (o, — In(n)) +In(2n) — In(n)

- Y =In2
quand n—+00 quand n—+00

donc lim T,,=In2.
n—+o0o

Or Ty — Top = — 0 donc hm Tont1 = hm Ty, =In2.

2n+ 1 n—+o00 n—
_1)k+1
La suite (T,),ey €st donc convergente de limite In(2), c’est-a-dire que la série Z —— est
k>1
convergente de somme In(2).
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II1.5. Etude de la fonction ¢.

II1.5.1. Puisque lim o, —Ilnn=1y etque lim Inn =400, onaléquivalent: o, ~ Inn.
n—+o00 n—+o0o n——+o0o

D’ou, pour tout x € R* :

o x™t ~ In(n+1)
lim |———| = lim —|x| =|x|
n—+oco Ilnn

n—o0

o,x"

I résulte alors de la régle de d’Alembert que la série Zonx” est absolument convergente si
n=1
|x| <1 et divergente si |x|> 1.

Onadonc R=1.
II1.5.2. Puisque lim o, = 400, la série Zonx” diverge grossierement pour x = +1. L'ensemble
n—o0

n=1

de définition de ¢ est donc l'intervalle ] —1,1[.

D’apres la propriété admise dans I'énoncé, ¢ est de classe € sur ] —1,1[ et

+00

Vx e [0,1[, ¢'(x)= Znonx”_l =0

n=1

et ¢ est donc croissante sur [0,1[.

o)
I11.5.3. La relation vy, = —T peut s’écrire d’apres le résultat de I11.3.2 :
n!

n n (_1)k+1
B ()

k=1
(_1)k+1
Sion pose a; = r— pour k > 1 et ag =0, on a donc
o, 1 (n

La partie II indique alors que la série Z a,, est convergente de somme égale a deux fois celle de
neN

E a,. On a ainsi

neN

11.5.4. Soit x €] —1,1[.
ok
Soit = sik>1etuy,=0 et soit v, =x*.Ona

n

Vn=0, o,x"= Zukvn_k

k=0
en ayant posé de plus oy =0.
xk
La série Z o,x" est donc la série produit de Cauchy des séries Z — et Z xk. Ces séries étant
n=0 k>1 k=0

absolument convergentes lorsque x €] — 1, 1[, le cours indique alors que
+o0 _k +00
X In(1—x)
x €] = 1,1[ ¢(x) (;k)(k;x) —

On retrouve ¢$(1/2) =2In(2).
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