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DM N°4 ( pour le 08/11/2011) I

Méme lorsque cela n’est pas mentionné par I’énoncé, il conviendra de justifier 'existence de toutes les
intégrales écrites.

Premieére partie

1. Soient a € R et b € R deux nombres tels que a >0, b#0 et <1.

On consideére la fonction de la variable réelle ¢ définie par :

1

flo)= a+bc05kp.

a) Montrer qu’il existe des constantes réelles 3 et B, dont on précisera ’expression en fonction de
a et b, telles que :

2z .
= , avecz=¢e%et [B| <1.
T = 5 —pe-p P
b) Montrer que les sommes
ﬁnelmp et ﬁne—mkp
n=0 n=0

ont des expressions simples en fonction de N, B, el® et e ™.

Z ﬁneimp et Z ﬁne—inkp

n=0 n=0

En déduire que les séries

sont convergentes, et montrer que leurs sommes s’expriment de maniére simple en fonction de
B, el® et 7%,

¢) Etablir identité

+00
=A(a,b) | 1 +22[5"cosnkp ,

n=1

a+bcosy

ou A(a, b) est une constante dont on donnera I'expression en fonction de a et b.

(on pourra effectuer une décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle de z obtenue
a la question 1.a).

d) Montrer qu’il existe une suite (uy) telle que NhT uy = 0 et vérifiant, pour tout N > 1,
—>1T00
l'inégalité
N
1
sup| ——— — A(a, b) 1+22[5"cosn&p <uy.
pek |a+ bcosy e~

e) En déduire la valeur, exprimée en fonction de A(a, b), de I'intégrale
T dkp
o a+bcosyp

a) Etablir la décomposition en éléments simples dans C de la fraction rationnelle

1
1—2Xcosa + X2

2. Soit a un nombre réel tel que 0 < a < T.
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b) Etablir la majoration : pour tout N > 1,

p|<1et0<0t<'TE:

|N+1

1 ipnsin(n+1)a - 2|p

1—2pcosa+p2 - sina A (1—|p|)sina.

n
(on pensera a utiliser les résultats de la question 1.b).
3. On considére trois constantes réelles w;, Wy et p, vérifiant les inégalités

—1<p<py <1 et 0<p<l.

On définit des constantes a et b et une fonction & = E(y) de la variable réelle ¢ par :

1
a=2(1-pu +u)+p*), b=2p(u —uy), et i=§[ul+uz—(u1—uz)cosw]-

a) Exprimer de maniéere simple en fonction de w;, Uy, p et & les quantités a+ b, a — b et
a+ bcosy. En déduire l'identité

J, e ﬂ
o 1=20E(@)+p* /(1= 2pp, +p2)(1 - 2015 +p2)

b) Exprimer 1+ cosy et 1 —cosy de maniére simple en fonction de pq, Py et €. En déduire
I’expression de siny en fonction de ., W4 et € lorsque p € [0, 7] .

c¢) Comparer les expressions :

) di T
et .
L (1-2pE+p2)y/(uy — E)E —uq) V(1= 2pp; +p2)(1 - 2pp, +p2)

d) On pose désormais ; = cosO, avec 0 <0 < T, uy =1 et & = cosa. Etablir I'identité :

2 (° (1—p)cos%da 1
T

0 (1—2pcosa+p2)y/2(cosa—cos®) 4/1—2pcos6+p2 ,
pourtout 0<p<let0<BO<m.
e) Etablir, en justifiant existence de la convergence de la série du membre de droite, 'identité :

o
(1—p)cos§ = OOE p"cos (n+1)a
2
1—-2pcosa+p = 2

pour [p|<let0<a<m.

f) Déterminer un majorant de

— a N
(1 p)COSz 2—ancos(n+1)a
1—-2pcosa+p — 2

qui soit indépendant de a € ]0, [ et qui tende vers O lorsque N — +00.

g) Soit 6 un nombre réel tel que 0 <6 < m.
On consideére la suite (v,) définie par
2 % cos (n + %) a

Vv, =— da.
T Jo \/Z(COSOL—COSG)

Montrer que v,, est définie pour tout n € N, et qu’il existe un nombre M < co (dépendant de
0) tel que |v,| <M pour tout n € N.

n
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Montrer que, pour tout |p| <letO<O<m,ona:

1 N n|:2 0 cos(n+%)a d(x:|

lim —
\/Z(cos o —cosB)

=0.
N=+oo| /1 —2pcosO+p2 a5

4. Pour 0 < 6 < T fixé, on considére la fonction de x € R définie par

1

g(x)=

\/1 — 2x cos0 + x?

a) Montrer que g est indéfiniment dérivable sur R.
Vérifier que si g™ désigne la dérivée n-iéme de g, alors, pour tout n € N, g™ (0) = n!P,(cos 0)
ou P, est un polynéme de degré n.

Etablir la relation
. 2n+1
VneN", VxeR, P (x)=—— ) xP,(x)— P,_1(x)
n
(Rem : les P,, s’appellent les polynémes de Legendre).

b) Etablir que, pour tout 0 <0 < T et |p| <1, on a I'identité :

1

+00
== Zp”Pn(cos ).
\/1—2pc059+p n=0

c) Vérifier qu’il existe un ¢, > O et une constante D < oo tels que, pour tout N = 1, pour tout
lp|<eet0<0<m,

1

N-1
— > p"P,(cosB)|<D|p N
V1 —2pcos + p2 nch:) ! | |

(Rem : cette question comporte une légeére erreur; je vous laisse le soin de la trouver et de citer un
résultat correct).

Seconde partie
1. Soit A(x)=(1—x)~" pour x € ]-1,1[.

a) Vérifier que h est indéfiniment dérivable sur ] —1,1[. Si h™ désigne la dérivée n-iéme de h,
déterminer h™(x) et h™(0) en fonction de (1 —x)™"""2, 22" n! et (2n)!.

1
b) Montrer qu’il existe une constante K < oo telle que, pour tout N > 1 et |x| < 5 on ait :

<K

N2y

1
= Z—h(n)(o) oy

c) En déduire qu’il existe un &€ > 0, et pour tout N > 1, une constante Cy < 00, tels que, pour
tout |p| <eetbeR,

1 o [p(2c0s0 —p)]"
B Z n!

h(")(O)
V1—2pcosh+p2 =

<Cyle[”

2. a) Montrer que
Pr(x) = ap(x" + by x" 24 4 by x4,

n
ou a, et {bn,k, 1<k< 5} sont des constantes que I'on déterminera.
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b) Vérifier que les polynoémes P, , n=0,1,..., sont liés par les relations de récurrence :
Pl 1 (x) = xP (x) = (n+1)P,(x).
Troisiéme partie

Cette partie a pour objet de calculer numériquement I'intégrale

2
sz“/ _dy
o 2tcose

par une méthode de quadrature basée sur les sommes de Riemann.

1
N dt
1. ATlaide du changement de variable t = tan % , exprimer I sous la forme 1= f ol Q est une

o Q)

fonction que I'on précisera.

2. Donner en MAPLE un programme permettant de calculer

en fonctionde N> 1.

3. Kcrire un programme en MAPLE permettant de calculer I & 10™ prés (1 <M < 6).
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