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CORRIGE DM N°10 : CENTRALE PC, 1991 I

PARTIE I : Polynomes de Newton

X(X-1)...X—-k+1)

1. ¢ Ona: Ii(X)= 0

; donc, pour x entier compris entre 0 et k — 1, [',(x) =0.

x
e pour x entier supérieur ou égal a k ona: ' (x) = (k) .

e Enfin, pour x entier négatif, si on pose x =—y,ona:
y(y+1)---(y+k-1) y+k-1 k—1-x
Te(x) = (=1)F =(-1* =(-1)*
k! k k
2. On a facilement les égalités :
nr,(X) = TR X X-n+1))=X-n+1r, ;(X)
1
r(X+1)-T,(X) = ;((X+ Do X—n+2)-XX-1)...X—n+1))
1
= —(X--(X—-n+2)X+1-X+n-1))
n!
j— 1 —
PARTIE I :
1. a) e On doit avoir f(0)=a,y(0), donc a, = f(0).
On doit avoir f(1) =ayl4(1)+ a;T'1(1), donc a; = f(1) — f(0).
On a donc bien l'existence et 'unicité de a, et a; .
n+1
e Supposons calculés ay,ay,...,a,. On cherche alors a,, tel que la fonction g : x — f(x)—Zakl"k(x) soit
k=0

nulle pour x € [0,n+1].

Pour x € [0,n], puisque I, 1(x) = 0, on a g(x) = f(x) — Zakl"k(x) = 0 d’apres T'hypothese de
k=0
récurrence.

La relation cherchée équivaut donc a g(n+1) =0, et, puisque I',,;(n+1) =1, elle s’écrit

n
Ap =f(n+1)— Z ;' (n+ 1) ce qui prouve l'existence et I'unicité de a,,, et démontre le résultat par
k=0
récurrence sur n.

Remarque : On pouvait aussi faire une démonstration directe, en remarquant que les relations données
s’écrivent sous la forme d’un systéme de n+ 1 équation a n+ 1 inconnues, dont la matrice est triangulaire
supérieure avec des 1 sur la diagonale, donc inversible...
b) On démontre le résultat par récurrence sur n ; je reprends les calculs ci-dessus, avec f(x) = b* :
e Pour n=0, ay,=f(0)=1,et,pour n=1, a; = f(1)— f(0)=b—1, donc la relation « a, = (b—1)" » est
vraie pour n=0,1.
e Supposons la vérifiée jusqu’a 'ordre n. Alors :

n

G = f+1D) =Y qlin+1)

k=0

N (i (B

k=0

n+1
=" (anﬂ)(b —DF+ (- =" - [(b-D+1]" + (- 1) = (b - 1)
k=0

ce qui est le résultat voulu a 'ordre n+1 et acheve la démonstration.
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2. a) e Sixe[0,n], 'y 1(x) =0 etle résultat est immédiat avec O quelconque.

n
e Sinon, soit ¢(t)=f(t)— Zakl"k(t) — AT, (t) ; cette fonction est définie au moins sur R, , de classe €*
k=0
et et est nulle par constructionen t =0,...,t =n.

Puisque TI'y,;(x) n’est pas nul, on peut choisir A tel que @(x) = 0. Alors ¢ s’annule en n+ 2 points
distincts ; le théoréme de Rolle entraine que ¢’ s’annule en n+ 1 points distincts, etc. .. jusqua ¢+ qui
s’annule au moins une fois en un point 8 compris entre min(0, x) et max(n, x).

Or, pour k € [[0,n], la dérivée n + 1-iéme de T} est nulle puisque T'; est un polyndme de degré k, donc
Xrl+l

@D = flt) _ AP0 — 041 _ A car le terme dominant de T, est TSV
n+1)!

n

Ainsi A= FH(0), soit : | o, 30, F(x) = D aTi(x) + Tpys () H1(0)
i=0

n n+1
b) En particulier, il existe un réel A, tel que f(n+1) = Zaka(n + 1D+ 100, = Zakl“k(n + 1) soit :
k=0 k=0

FO+DN,) = a,,; et on peut affirmer que A, est positif, parce que x = n+ 1 I'est (voir ci-dessus).

Ainsi, chaque a,, est la valeur de f en un point A, de R, .

PARTIE III : Etude de séries de Newton

1. Soient x réel non entier et p réel, et u, = nP|T,(x)], u, =In(p,y1) — In(p,).
n+1\°|T x n+1)\°
a) Onaun:ln( ) w1 () :ln( )
n

n ()
7 . . 7 Y 1 1 7. 7 7
Un développement limité (a 'ordre 1) donne : u, = (p —x —1)—+0 —2) ; la série de terme général u,
n n

n—x
n+1

sera donc divergente en général (par équivalence a un terme de série divergente et de signe constant), sauf si

1
p =x + 1 auquel cas u, =0 (—) et la série converge.

n2
n—1

b) Par télescopage, on a : Zuk =In(p,,) — In(u,) ; d’oti le comportement de w,, :
k=0

e Si p>x+1,alors u, tend vers +oo .

e Si p=x+1,alors Inp, tend vers £ €R et on peut définir : K(x) = lim n*™|T",(x)| (K(x)=e").
n—oo

e Sip<x+1,alors u, tend vers O .

n

2. a) D’apres la question I.2.a, f(x) — Z a,T(x)= FnH(x)f(”“)(G).
k=0

D’apres la question précédente et 'hypothese faite sur f,

L1 () HD(0)| =_0(Mn.n*"") . Comme n”*

tend vers O lorsque n tend vers l'infini pour x > 0, le reste tend vers O et on a bien I'égalité (vraie encore pour

x =0 a cause du choix de ay) :| Vx>0 f(x) = Zaka(x)
k=0

b) Si f estnulle sur N, la suite (a,) est nulle ( d’aprés les formules obtenues dans la partie II) et f est nulle sur

R,.
. : K(x) Ky) o, .
3. Puisque x et y ne sont pas des entiers naturels, on a, lorsque n — oo : )Fn(x)| ~ —7 et |l"n(y)) ~ —7,dou
n n
IT.(»))| — , .
~ A.n*7Y ot A ne dépend que de x et y, mais pas de n.
T, ()
. nO))| .
Puisque y > x, lim =0, donc Fn(y)| = of Fn(x)|),puls anl"n(y)} = of anFn(x)|).
n—o0 l"n(x)) n—o0 n—o0
o0
D’apres les régles de comparaison des séries a termes positifs, si la série Z anFn(x)| converge, il en est de méme
o0 o0 n=0
de la série Z |anl"n( y)| , C’est-a-dire que la série la série Z a,,(y) est absolument convergente.
n=0 n=0
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4. a) e Le fait que la suite (w,(x))),>; tende vers O a été fait a la question précédente.
wp(x)  n—x

wy(x) n-— xo
décroit pour n = b et est positif ; sinon, (w,(x)) croit pour n = b et est négatif.

qui est compris entre 0 et 1 lorsque n = b = x > x, ; donc : si w,(x) > 0 alors (w,(x))

b) Il en résulte que la suite (|w,(x)]),>} est majorée par |w,(x)| ; et la fonction w; est continue sur [x,, b], donc
bornée. Si K désigne la borne supérieure de wb| sur [x,,b], on a donc, pour tout x €]x,, b] et tout n = b,
|wn(x)| < K Clest-a-dire )Fn(x)| <K )Fn(xo) , et cette inégalité reste évidemment vraie pour x = x;.

¢) Soit C un compact de [x,,+oo[ ; il existe donc un entier b tel que C C [x,, b]. D’apres la question précédente,

il existe une constante K telle que, pour tout x € C et tout n = b, on ait , donc
C
e < KJa, (el
c o0
Il découle alors de I'hypothése de I'énoncé que la série Z| n|lo, converge, i.e que la série Zanl"n(x)
n=0

converge normalement sur C.

5. a) Enposant R, = Z A;,ona A =Ry_; — Ry donc

i=k+1
n+p n+p
Z MVi(x) = Z (Rg—1 — Ri)Vie(x)
k=n+1 k=n+1
n+p n+p
= DRV - D RVi()
k=n+1 k=n+1
n+p-1 n+p
= Z RiVipa () — Z Ry Vi (x)
k=n+1
n+p—1
= R\Vyn(x)+ Z Rk(VkJrl(x)_Vk(x)) _Rn+pvn+p(x)
k=n+1

[1l s’agit de la transformation d’Abel... ]

Soit € > 0. La série an étant convergente, la suite des restes (R,,) tend vers zéro, donc il existe un entier
3

<—.
4M

n, tel que pour tout n = n, on ait

n

Pour tout entier n, notons S,(x) = Zkak(x) pour x € I. Compte tenu de la décroissance de la suite
k=0

(Vn(x))nGN et de )Vn(x)) < M, la relation démontrée auparavant conduit a

n+p—1
)Sner(X)—Sn(X)) = ann+l(x)+ Z Rk(VkJrl(x)_Vk(x)) _Rn+pvn+p(x)
k=n+1
-1
< MR,|+ Z Rie| [Vier1 (30) = Vi (20| + M Ry |
k=n+1
e e n+p—1 c
< ) + 4_Mk—zm;1 (Vi(x) = Viy1 () + P
8+ (Vag1(x) =V ())+ 8+ 2M+8—
4 "M T ) TS T g 5 °

Cela montre que, pour tout x € I, la suite (S,(x)),cy est de Cauchy, donc elle converge. Donc la série de

[o9)
fonctions Z A, V,(x) converge simplement sur I.

n=0
De plus, en faisant tendre p vers +oo dans 'inégalité précédente, on obtient une majoration du reste de cette
série par ¢ indépendamment de x, ce qui prouve la convergence uniforme.

Rem : On obtient exactement la méme conclusion si on remplace I'hypothese « la suite n — V,(x) est
décroissante » par « la suite n — V,(x) est monotone ». En effet, ce qui est important dans la démonstration

ci dessus est que la série Z |Vk+1(x) - Vk(x)| soit télescopique.

Corrigés de problemes — © TLEGAY — Lycée d’Arsonval 3/6 11 mars 2011



— CORRIGE DM N°10 — CENTRALE PC, 1991 PSI* 10-11

Ng

b) On suppose donc ici que la série a,T',(x,) converge.

o

=
Si C est un compact de [x,,+0oo[, il existe b tel que C C [x,, b]. On reprend les notations et les résultats de
la question IIL.4.

Prenons A, = a,I',(x,) et V,(x) = w,(x). On vient de supposer la convergence de la série de terme général

An,eton a prouvé que, si x € [xg, b], (V,(x)) est monotone a partir du rang b, et [V, | <K.
[0 9]

Ainsi, puisque A,V,(x) = a,[,(x), Zakl"k(x) converge uniformément sur [x,, b], donc sur le compact C,
k=b

00
et Z a; T (x) fait de méme.

k=0
c) Sion reprend les calculs de la question III, on voit qu’il existe une constante A (ne dépendant que de x et x;)
)F”(x)| Xg—X : Xo—X
telle que |wn(x)} =—7= ~ A.n*07* soit anl“n(x)} ~A- anl"n(xo)} snoTx,
}Fn(xo) n—00

1
Puisque lim a,T',(x,) = 0 (car la série converge), on en tire anl“n(x)} = o( — ), ce qui prouve la
n—o0 n 0

00

convergence absolue de la série E a, ', (x) lorsque x — x, > 1, par comparaison & une série de Riemann.
n=0

PARTIE 1V :

1. a) Soit, pour x €R fixé, p(t)=(1+t)* pour t € ]—1,1[. y estde classe €* sur ] —1,1[. On peut donc écrire
pour cette fonction la formule de Taylor avec reste intégrale, entre O et t, a tout ordre n :

no (k) t n
x “(0) (h—uw)"
A+er=> Ttk+f ——— ¢ V(u) du
=0 ! 0 n!

or p®Pw)=x(x—-1)...(x —k+1).(1 +u)** dot :

(1+t)= Zl"k(x)tk +R,(t,x) ou R, (t,x)=(n+ 1)Fn+1(x)f (t —w)"(1+uw)* " Y(u)du
k=0 0

b) La fonction u — 1 est homographique donc, sur l'intervalle [0, t], elle atteint ses extrema en O eten ¢t ;

—u
par suite, sup =t|.
wefoe] | 1+ u

t

On a donc Rn(t,x)} <(n+1) Fn+1(x)| [t]™ f (1+u)*"'dul, et il est facile de voir que cette expression tend
0

s Lo K(x . .
vers 0 quand n — oo, en utilisant '’équivalent obtenu en III.1 : Fn(x)| ~ —— lorsque x non entier (si x
n—oo N

est entier, on a de toutes facons I',(x) = 0 a partir d’'un certain rang !).
Rem : Je n’ai pas trop détaillé cette démonstration, puisqu’il s’agit exactement de celle faite en classe pour
trouver le développement en série entiere de t — (14 t)*...

2. Pour |t| > 1 et x non entier naturel, la série diverge, puisque t"
infinie.

Fn(x)} est équivalent & K(x)t"n™*"! de limite

3. e Si x est un entier naturel, I',(x) =0 des que n = x + 1, donc la série converge !

. K(x) o . .
e Sinon, Fn(x)} ~ ——, donc la série diverge grossierement si x < —1.
n

—00 nx+1 4

e Enfin, si x > —1, on peut reprendre le calcul fait dans la question précédente avec t = 1; on a alors
1
)Rn(l,x)| <(n+1) |Fn+1(x)| J (1+u)*"'du|, qui tend vers 0 quand n — oo, grice a 'équivalent ci-dessus.
0
[09)
En conclusion, la série Z I, (x) converge si et seulement si x > —1 et, dans ce cas, sa somme vaut 2*.

n=0
Rem : je n’ai pas utilisé ici I'indication de I'énoncé...

o0
K(x)
4. e La série E r n(x)| converge si et seulement si x = 0, toujours grace a 'équivalent |I" n(x)| ~ —— (pour x
n—oo N
n=0

non entier), et par comparaison a une série de Riemann.
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e Pour x < —1, la série Z( 1)"T',(x) est grossiérement divergente (voir ci-dessus).
n=0
x(x—1)...(x—n+1)

e Prenons donc x €] — 1,0[. Alors I',(x) = ‘ est du signe de (—1)", donc la série
n!

o0
Z(—l)”l"n(x) est a termes positifs, et, compte tenu de I'équivalent de
n=0

e Enfin, si x est entier, la somme est nulle puisque on retrouve le développement par la formule du binéme de
(1-1)~.

, elle diverge.

5. D’apreés tout ce qui précede, y, (u) = (1 —u)* pour tout u € [0, 1[.

La convergence normale sur [0, 1] de cette série de fonctions de u équivaut a la convergence de la série
qui est réalisée pour x = 0 comme cela a déja été dit.

La convergence normale implique la convergence uniforme, donc implique la continuité de ¢, sur [0,1]. Puisque
¢, coincide avec u — (1—u)* sur [0, 1[, les deux fonctions coincident également en 1, donc o(x) =0 pour x = 0.

PARTIE V :
0 00
1. Onpose: f(x)= (1+t)*h(t)dt.On sait que pour x >0 ona: (1+t)" = Z t"T',(x), et que cette convergence
est normale en t (p:s en x !) sur [—1,0] (cf. IV5). "0
On a donc (1 + t)*h(t) = i t"T,(x)h(t), et la convergence est encore normale en ¢ (donc uniforme), puisque h

n=0

est continue donc bornée sur [0,1].

On peut donc intervertir série et intégrale, d’ot :
00 0
flx)= ZFn(x)f t"h(t)dt
n=0 -1

n
2. a) Lénoncé estici imprécis. Il faut évidemment considérer t €]—1,0]. On a alors R,,(t,x) = (1+t)x—2 tf T, (),
k=
. 0
donc l'intégrale J h(t)R,(t,x)dt existe si et seulement si I'intégrale (1 +t)*h(t)dt, i.e f(x) existe (ce

qui aurait du étre demande au début!).

Cela dit, cette intégrale existe pour x > —1, puisque h est continue donc bornée sur [—1,0], par comparaison

avec l'intégrale de Riemann f (1+¢) de.

Cre—u\N o
b) Ona Ry(t,x) = (N+1)FN+1(X)L (m) 1+ w)* " du.

. t—u . t—s 1+¢ .
Le changement de variable s = 1 conduit a u = 175 u=—-———ds puis

(1+5)?

1+t)X1 1+t

Ry(t,x) = (N+ 1)FN+1(X)J;) sN 1+s (1+5)?

‘ S
ds = (N + I)FN+1(X)(1 + t)xJ;) m ds

¢) On écrit : Ry(t,x)-h(t) =K-(1+ t)*h(t)ry(t) = KH'(t)ry(t) avec K= (N+ 1)Iy;q(x) dou :
0 0
f Ry(t, x)h(t)dt = K[H(t)rN(t)]o o KJ (t+ 1) 1eNH(t) de
-1 - -1

d) e Si M=sup{|h(t)|, t €[—1,0]}, ona, puisque x > —1

t

M
Vte]—1,0], [H(t)| < MJ (1+5)ds=——(1+ )
1 x+1

donc }H(t)(l + t)_"_1| est bornée. On notera C un majorant.
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e Ona:
0

Ry(t,x)h(t)dt
1

0 N 0
J (1+ t)*h(t)dt = ZJ T (OR(t) de + f
-1 k=0J -1

et il suffit de montrer que la derniére intégrale tend vers 0.

0 0 0
Or J RN(t,x)h(t)dt‘s(N+1))rN(x)|f [H(e)(1+ ) 1eN| dt$C.(N+1))FN(x))f tNdt, ce qui
-1 -1 -1

permet de conclure puisque I'y_;(x) tend vers 0 quand n — oo puisque x > —1 et )FN+1(X)| ~ Kn >,

0
dt
3. a) Avec h(t)=(1+t)*, par comparaison a une intégrale de Riemann, f W existe si et seulement si
0 - 1
—A —x <1 soit x >—A—1, et on calcule aisément f(x)= A+ ) dt=———six>—-A—1.
1 A+x+1
0 n 0 n! 1
b) a =J "1+t dt=——— | A4+ lde=...= - =
" 1 A+1), (A=1)...(—A—n—-1) M+ (-2 -1)

[09)
c) Légalité f(x) = Zanl"n(x) n’est rien d’autre que la relation (1). Il suffit donc d’appliquer le résultat de la
n=0
question IV.2.d. (ce qui est possible, h étant bien continue sur [—1,0].

d) Dégalité f(x) = —1 = E (%) = E a,',(x) alieu au moins six > —1 d’apres ce
° = = = >
1 f 11 2 ( 1) ) 1( 2 1) i ntn 1 1ns s1 res

qui précede. Elle est donc vraie également pour les entiers naturels, ce qui prouve que la suite (a,) est bien
celle associée a f au sens de la définition donnée dans la partie II, puisque, si x € [0,N]],

N 0
FG) =D alx) = F(x) = D a,Ty(x) =0.
n=0 n=0
o0
e La série Zanl"n(x) ne peut converger pour x < —A — 1, car sinon, d’apres III.5.b, elle devrait aussi
n=0
. In(x) 1
converger en x = —A — 1, ce qui est exclu car pour x = —-A—1, a,I',(x)=

(n+ 1Dl (-A2—1) n+1"
e Enfin, supposons x > —A — 1. D’apres IIl.1.c, il existe une constante A, ne dépendant que de x, telle
que FH(X)} ~ donc L) ~_2

Fn(—}\, — 1)| n—oco X TA+1 (Tl + 1)Fn+1(_7\' — 1) n—oco nXtA+2’
convergente puisque x + A +2> 1.

et la série est en fait absolument

Conclusion : La relation (1) est valable pour x > —A —1.
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