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| CORRIGE : CCP PSI 2006

Partie 1.

1.1. D’aprés la formule du bindme,
n

k=0
1.2. Onadonc VrneN, a¥ =1.

1.3. Lesséries Y (a,) et Z(a’;) sont grossierement divergentes (le terme général ne tend pas vers 0).
2.1. Laformule du bin6me donne

1
— n
VneN, a), = —Zn(z-i-l)
2.2.1. On «sait» calculer les sommes de suite géométriques. La raison z étant différente de 1,

1__Zn+1

n
$rati
k=0 -z

Pour |z| <1, ce terme admet une limite. Y (a,) converge et

>t
A(z)= k—_—
pr 1-2z

1 . 4. L, P
2.22. Ona ZT“{ < # <let Z(“Z) est donc aussi une série géométrique convergente de somme

1 2
D= =, =2

n=0 2

2.3.1. Lasérie Y (a,) est grossierement divergente (terme général qui n’est pas de limite nulle).
2.3.2. Si z=-2 alors a’ =(—1/2)" estle terme général d'une série géométrique convergente.

2.3.3. (a%) estune suite géométrique de raion r = % =cos(0/2)ei®/2, Comme 0 €]0, [, |r| €]0,1] et Z(a’;l) converge

et
ia* 12 et 1 icos(9/2)
kT 1—r  1-e® sin(6/2) sin(6/2)
Partie II.
1.1.1. Ona

(n)_n(n—l)...(n—k-i—l) nk

k k! n—too kI

lim — (") =0
njigm 2n\ k)

1.2. g étant fixé, Sy(n, a) est alors une somme finie de suites de limite nulle et

1.1.2. Par croissance comparées, on a donc

nli}lloosq(n’a) =0

1.3. Soit € > 0. Comme a est de limite nulle, il existe un rang g tel que Vk = q, |ax| < £/2. La suite Sy(n,a) étant de
limite nulle, il existe n¢ tel que Vn = ny, [S¢(n,a)l <&/2.On aalors

* 1 1 n € 1 - nye
Vn=n, lay|= Sq(”'“)"'ﬁ Z (k)ak $§+2_” Z (k)g

k=g+1
n n
n n n
Comme E < < 2", on a finalement
k=q+1

Vnzny, la,|<e

et on a montré que

lim a; =0
n——+oo
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14. Ona

et on se ramene au cas précédent (a, — I — 0). Ainsi

lim a* =1
n—+oo

Rem : Il s’agissait ici, dans un cas particulier, du théoréme de Césaro...

1 —1)"
1.5. Si a, =(-2)" alors a¥ = 2—n(1 =20t = u doncici (a*) est une suite convergente de limite nulle alors que (a,)
est une suite divergente. Il n'y a donc pas équivalence entre les convergences de (a,) etde (a%).

2.1. Le calcul donne

2"

* *
0= 40 a4

ap+a; % d0+2611+d2 % d0+3d1+3(12+d3
= a;, = a,=

)

2 71 4 3 8

a
Uyp=ag, Uy =3a¢p+a,, U,=7ag+4a,+as, Us=15ay+11a,+5a,+as

U():S(), U1 :280+Sl, U2282+3sl +3So, U3283+4SZ+681+4SO
2.2.1. On peut donc supposer que
—(n+1
U,= S
" ;(k+l) ¢

2.2.2. Laformule précédente est vraie pour n =0,1,2,3. Soit n = 3 tel que la formule soit vraie jusqu’au rang n —1. On

remarque que
n
n
U,=2"T,=2U,_1+ a
n n n—1 kz_o(k) k

On utilise alors la remarque de I'énoncé pour exprimer a; a l'aide de Si et Sx_;. En réordonnant les termes (on
scinde la somme en deux et on réindice), on obtient

n n n—1 n n
WM (W)L
Avec I'’hypothese de récurrence aurang n — 1, on a donc
n—1 n n
o= (i) + (1))

La formule (")) +(}) = (ZE) permet alors de montrer le résultat au rang 7.

2.3. On suppose que Y (a,) converge et on note S sa somme. On a donc S, — S quand n — +00. Avec la question

précédente, on a
= (n = (n
U= (k) Sk+1 ZZ (k) Sk+1_Sl
k=1 k=0

Comme S, 1 — S, la question II.1 indique que

li —1 , (n) S S
im bl =
n—-+oo 2N — k

ce qui donne U%,fs“ — S ouencore T,,_; = % — 2S. La série Z(a’;l) converge et
[e¢] o0
*
2 a, =2 E anp
n=0 n=0

2.4. Si a, =(—2)" alors ) (a,) diverge alors que ) (a*) converge. Les séries ) (a,) et Y (a*) n'ont donc pas toujours
méme nature.
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Partie III.
1.1. Pour tout réel x la suite (x”/(n +1)!) est de limite nulle et donc bornée. La série entiére Z(x" /(n+1)!) est donc de
rayon de convergence infini et f est définie sur R. Elle est méme, comme somme de série entiere, de classe ¢ oo sur

R.
1.2. Ona "
xn
Vx, f(x)= =e'—1
;0 (n+1)
1.3. On en déduit que
B l—e*
Vx#0, e f(x)=
En 0, la fonction prend la valeur 1 (f(0)=1).
2.1. Ona
n n
VxeR, VneN, il \M — 0
n! n! n—+oo

o 0s On . . P
La série entiere : E —'x" est donc de rayon de convergence infini. g est donc définie et de classe 6> sur R.
n!

2.2. On peut dériver terme a terme une série entiére sur I'intervalle ouvert de convergence. Ainsi (on tient compte de

gg=0)
, () () x"
LN S W Wrre B
hz

nz0 nz1

2.3. On a ainsi
VX eR, g'(x)e™ —g(x)e ™ = f(x)e™

En primitivant (avec les primitives nulles en 0) on a donc
X
VxeR, g(x)= exJ f(t)e tdt
0

3.1. F estune primitive de x — e~* f(x). Or, d’apres IIL.1,

VXER, e f(x)=Y_

(_1)n+1 xn—l
|
nx1 '

n
On peut primitiver terme a terme une série entiéere sur 'intervalle ouvert de convergence. Comme F(0) =0, on obtient
(_ 1 )n+1
X n
.n!

n

Vx eR, F(x)zz

n>1
3.2. Ona g(x)=e*F(x). Dérivons cette égalité n fois (avec la formule de Leibnitz) et prenons la valeur en 0. On obtient
g0)=3 (”) F4(0)
k=0 k
Or, si h estla somme de la série entiere > (byx*) alors by = k!h(*)(0). Ainsi, I'égalité précédente s’écrit

n —1)k+1
Vn>=1, G"ZZ(Z)( ’2 =nly,

k=1

4.1.1. Ona

1 1 1
wr=—In[1- - ~
k ( k+1) k+1  2(k+1)2
et c’est donc le terme général d'une série absolument convergente.
4.1.2. Soit v, =0, —In(n);ona v, — v, = w,. Or, la série Z(vn — vp41) etlasuite (v,) ont méme nature et donc (v,)

est une suite convergente.
4.2. Enregroupant les termes d’indices pairs et ceux d’indices impairs, on a

N1 &1
==t e
k=1 k=1

S U |
02”:;E+;2k—1

En faisant la différence, on obtient
Ton =02np —0p
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4.3. Notons / lalimite de (o,, —In(n))=(v,).Ona
Uan — Un =02, — 0, —In(2) = T2, —In(2)

Cette quantité étant de limite ! — [ =0, on a donc Ty, — In(2). Par ailleurs T2, — T2, = etdonc Ty, —In(2).

Finalement, la suite T est convergente de limite In(2) ou encore

>

5.1. (0, —In(n)) admettant une limite finie, on a o, ~In(n). Ainsi, (x"c,) est bornée si et seulementsi |x| < 1.Le rayon
de convergence R est donc égala 1.

5.2. Comme ¢, —+00, Y0, et > (—1)"c, divergentet A=]—1,1[. On peut dériver terme 2 terme la série entiére pour
obtenir

2n+1

(_ )k+1

=1n(2)

Vxe(0,1[, ¢/(x)= Y no,x" >0

n=1

n (n) (_1)k+1
o, =
py k k

=0, onadonc

on 1 x-(n o
?_ﬁ;(k)““a"
La partie II indique alors que Z(a‘;l) est convergente de somme égale a deux fois celle de Y (a,). On a ainsi

o (1) =S Z _sne

et ¢ est donc croissante sur [0, 1].
5.3. Larelation v, = % peut s’écrire

. —1)k+1
Si on pose ap="_ 1]3

2 2"

nz1

5.4. Soit uy = % si k=1 et upg=1.Soit w la suite constante égalea 1. On a

n
Vnz0, o, :Zukwn—k =(u*w)y
k=0
ol u *w désigne le produit de Cauchy de u par w. Le cours indique alors que
In(1
Vxel - L1 o)=Y wext Y xk = u
k=0 k=0

On retrouve ¢(1/2)=2In(2).
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