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CORRIGE DM N°6 (E3A 2001) I

Partie I

—kt
e 1
1. La fonction t — —— est continue sur ]0,+o0[. Au voisinage de 0, elle équivaut a

Vi ’ NG

1
intégrable sur ]0, 1] et au voisinage de +00, elle est négligeable devant = qui est positive et intégrable sur

, qui est positive et

[1,4+o0[. Donc elle est intégrable sur ]0,+oo[ .

2. Le changement de variable u = v/ kt (%*-difféomorphisme de ]0,+oo[ sur lui-méme) conduit &

= fE
TV k

1 1 1
3. Analogue au 1. : la fonction t — est continue sur ]0,+o0[ ; au voisinage de 0, ——— ~ —, et au
8 Jicht 10, ool 8 Jiche VT
. de + 1 2et ( 1 )
voisinage de +o0, ~—=0(—=].
& Vtcht Vi t2

4. a) Il suffit de remplacer cht par sa définition, et de multiplier numérateur et dénominateur par e™".

b) Sur ]0,4+o00[, 0 <e 2 <1, donc

1 +00
Vt>0, ——— = —1)ke 2kt
1+e2 ;( )

( 1)ke7(2k+1)t
= 7E J —a "

La série fournie par 'énoncé n’étant pas absolument convergente, il n’'y a aucune chance de pouvoir
appliquer le théoréeme habituel d’intégration terme a terme sur un intervalle non borné (convergence
d’une série en norme 1). Il y a alors deux solutions possibles :

Donc

e Iére solution : un calcul direct.

On écrit, pour n €N :

e~ (2k+1)t e~ (2k+1)t
\/EK:J (Z( f——— )d“rf (Z( 1 ) t
0 0 k=n+1

+oo —(2k+1)t 00 —(2k+1)t
_ (- E—— )dt+f ( (-1 ) t
2, (v )e (2

puisque la premiére somme est finie. Il s’agit donc de montrer que

+oo +00 ke —(2k+1)t
lim 1 dt=0
ML >, D

k=n+1

11 s’agit du reste d’une série alternée vérifiant le critere spécial, donc

+0o e—(2k+1)t e—(2n+3)t
>, (-1 <
k=n+1 ﬁ ﬁ

—t
e
On peut, ou bien utiliser le théoréme de convergence dominée en majorant encore par — , ou bien

Vvt
écrire :
(2k+1)t +oo | +o00 7(2k+l)t o
f (Z( ) — )dtsf D DAt <Uys = s
0 k=n+1 0 k=n+1 n
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qui tend bien vers O si n tend vers +o0.
En faisant tendre n vers +00, on obtient bien

B 1 +00 ) kJ B +00 (_l)k
—ﬁg(— ) zm—;—TH

e 2¢éme solution : utilisation du théoréme de convergence dominée pour les séries.

0 (_1)ke—(2k+1)t
On remarque que, pour t > 0 fixé, la série Z ———— vérifie le critére spécial sur les séries

= vt

alternées. On peut donc majorer ses sommes partielles :
(_1)ke—(2k+1)t e—(2n+3)t et

D A LS

k=0

avec  continue et intégrable sur ]0,+oo[ .
Le théoréme de convergence dominée appliqué aux sommes partielles de la série permet alors de
conclure.

5. La série de somme K est une série alternée qui vérifie les hypothéses du critére spécial. Sa somm est donc

comprise entre deux sommes partielles consécutives et on aura en particulier :

1 1

1
+ — <K«<1
V3 5 V7

ce qui implique I'inégalité de 'énoncé. sk

Partie 11

( zkx)
z(n+l)x )
gm ( ) (x€]10,m[, donce™ #1)

6. a) Calcul a savoir faire! On écrit

A, (x)=9m

1 — elX
ol _2j gin (X
= .$m 2
—2isin%
2
n X (n+1)x
= —
sin 5
1 1 b'e T
On remarque qu’il en résulte |A,(x)| < ——— = —, puisque — € } 0,— [
| sin 3 | sin 3 2 2

b) C’est ce qu'on appelle la transformation d’Abel. En remarquant que, si k = 2, sin(kx) = A (x) — A_1(x),
on écrit

vk

On sépare ensuite la somme en deux, et on fait un changement d’indice dans la deuxiéme somme. On

obtient
=m0+, 2 Z Al
k=2

fa(x) = Ay(x) +2n: A0 = Ay ()
k=2

vk vk+1

On rassemble a nouveau (le terme ot figure A,(x) reste a part) :

1Y LA
fu0) = ZAk(x)( - )+

, qui tend bien vers 0 si n tend vers I'infini.

A 1
- sin%ﬁ

n
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1
k- ¢—

7. D’apres la question précédente, il suffit de montrer que la série ZAk(x) ( ) converge. Or :

A(x) 1 1 < 1 1 1 1
e VEk+1 vk sin 7 VE Vk+
t tél la séri Z( ! !
€t par « telescopage », la serie —_— converge.
vk Vk+1

La série ZAk(x) ( 7 \/_) est donc absolument convergente, ce qui permet de conclure.

o woman(Z)n(2)- 3 ld)

k=n+1 ‘/E

T T T 1
Sin<k<2n,alors — < k— < —, donc sin (k—) = — . D’autre part,
4 n 2 4n V2

f ( n ) f ( n ) S 1 1 Jr
— ) - —|znx—==vn

2\ 4n "\ 4n 2/1 2

b) Sila suite (f,),>; convergeait uniformément sur ]0, [, alors (f,, — f,) convergerait uniformément vers
0. Or, en notant || - ||, la norme de la convergence uniforme sur ]0, [,

w(2) 4 (2)

et la question précédente montre que lim ( fon ( ) fn ( )) = +400.
n—o0

Donc limf lf2n — fulleo = +00, donc la convergence n’est pas uniforme sur ]0, 1t[.
n—+infty

RN
vk~ Von

. Donc

< fon = fullo

On pouvait aussi dire que, d’apreés la question précédente, la suite (f,) ne vérifie pas le critére de Cauchy
uniforme.

ix=t _ 1] est continue sur [0,+oo[. Etant positive, elle a les mémes variations que

ix=t _1}2. On trouve sans peine

9. a) Lafonction g:t— e
son carré. Posons h(t) = |e

h(t)=e 2 —2e fcosx +1

T
h est de classe €' et h'(t) = 2e *(cosx —e*).Si x € [E’ n [, alors h’ est négative sur [0,+oo[. Si

T
x e } 0, 3 [, h’ sannule et change de signe pour t = —Incos x, valeur qui est bien positive. La valeur de

h en ce point est

h(—1Incosx) = cos® x — 2cos® x + 1 = sin® x

Finalement, le tableau de variations de g est (en remarquant que sinx > 0),

m
— Cas x € |:—,’1'E|:
2

g(t)

L
—Casxe}o—[
2

t 0 —Incosx +00

Y1 1
s TN L

. m A T
b) Ce qui précéde montre que |[e™™"  —1|>1si x € [E,n[, et que [e”™" —1| > sinx > 0 si x G}O,E [

En tout cas,
vVt e [0,+00] c < Ce”
S , T0OO - B
Vil—e )| TV
1
oll C= —— ou 1 selon les cas, ne dépend pas de t. L'intégrabilité en résulte sans peine.
sinx
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eixft _ (eixft)nJrl
La fonction t — N est intégrable sur ]0,+o0[ car
t(l —e*™
eix—t _ (eix—t)n+1 2et
- < -
\/?(1 _ ezx—t) \/ﬂl — eix—t

qui est intégrable d’apres le (b).
On reconnait dans cette expression la somme partielle d’une série géométrique. Plus précisément,

eix—t _ (eix—t)n+1 1 n ( ixft)k
- = — e
Vil —e*t) VT Zk:l

Donc (la somme est finie)

+00 ix—t ix—tyn+1 +00 n ix—t\k n n
e — (e (e*™H) " ) m
- dt = E dt:Ee”‘J:Ee‘k" —
L VE(1 - elx1) L — /T KTtV

dont la partie imaginaire est bien +/mf,(x).

eix—t _ (eix—t)n+l eix—t
Quand n tend vers +oo - tend vers ——————. VWérifions les hypotheses du
T V(1 —exTY) V(1 —e* )
théoreme de convergence dominée :
eix—t _ (eix—t)n+l et + e—(n+l)t et

Vte€]0,+00[ VneN

- < - < -
\/?(1 _elet) \/?|1_elX*t| \/?ll _elx7t|

qui est continue et, d’aprés (b), intégrable sur ]0,+oo[ . Le théoréme de convergence dominée s’applique
donc, et (compte tenu en plus de la continuité de Im),

hm fn(x)_ (f \/—(1 elX t) t)

+oo (eix—t)n+1

———dt
0 \/?(1 _eLX7t)

On peut aussi majorer directement et vérifier que cette expression tend vers 0

si n tend vers +o00.
En multipliant haut et bas par le conjugué 1 —e™*~!, on obtient
eixft eixft(l _ efixft) (eixft _ efzt)

VE(l—e*t)  /f(14+e 2t —2etcosx) VE(l+e 2t —2etcosx)

o o e fsinx sin x ] .
dont la partie imaginaire est 3 = . On a bien le résultat
V(1 +e 2 —2e cosx) 2v/t(cht — cosx)

annonce.
oy
Remarque : pour x = 2 on retrouve le résultat du 4.b.

Comme x € ]0, [, sinx >0, et cht > 1 > qcosx. La fonction a intégrer est donc continue, positive et
non nulle ; il en résulte f(x) > 0.

+00
d (g) N zjﬁ o J?Cictht'

et 1
On a cht > > dou f(x) < \/__Jl = 1. Par ailleurs, sur ]0,+oo[, cht — e’ = —sht < 0, donc
I
) 1 J 1
> =—.
flx 2y b 2

On retrouve le résultat de la question 5.

Partie III

Analogue a la question 3.
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+00 dt B +00 dt
o Vi(cht—cos(2x)) ), t(cht+2sin>x—1)

b) On écrit . Puis on pose t =2u :

sin2x [ 2du

f@a)= 2v/m J,  v2u(ch(2u) — 1+ 2sin®x)

Il faut exprimer ch2u — 1. La formule n’est pas au programme, mais on la retrouve facilement :

eZu + e—2u -2 B (eu _ e—u)z
2 B 2

ch(2u)—1= =2sh%u

et on obtient bien la formule proposée.

2

11. x — sin2x est évidemment continue sur ]0,4oo[. Par ailleurs, sh®u + sin?x > 0, donc la fonction

1 T T
(u,x est continue sur ]0,4o00[ X |0, —| . Soit a € [0, — | . Alors
) Pt s x) 10, ool ] 2[ } 2[
T 1
Yu € ]0, 400 VXE[a,—[ 0<op(ux)<
] : 2 o) Ju(sh?u +sin® a)

Cette derniére fonction est clairement intégrable sur ]0,+oo[. Chypothése de domination locale est donc
vérifiée. Il résulte du théoreme de continuité d’une intégrale a parameétres (les autres hypothéses sont faciles a

s
vérifier, mais il fallait les écrire) que x — f(2x) est continue sur } 0, 3 [, donc que f est continue sur ]0, 1t[.
12. On procede de méme, mais on domine en outre la dérivée partielle par rapport a x :

99 2sinx cosx
dx  Ju(sh®u+sin®x)?

L 1
u’on domine sur ]0,+oo[ X [ a,— [ ar , fonction intégrable sur ]0,+o0[.
q ] [x|la. 50 P Vet s a)? g ] [

On applique le théoreme de dérivation sous le signe f sur un intervalle non compact, et f apparait alors

comme le produit de deux fonctions de classe 6*.

Rem : on pouvait bien siir répondre directement a la question 12, ce qui impliquait le résultat de la question 11!
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