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CORRIGE DU DS N°6 I

[PROBLEME 1 : Autour de la fonction Zeta alternée de Riemann (extrait de CCP MP 2008) J

I. Généralités

1. Soit x R ;si x >0, alors la suite (%) tend vers 0 en décroissant ; donc la série alternée Z (=0 converge;
. (e - e -
si x <0, la suite ( -~ ) . ne converge pas vers 0, donc la série ; my: diverge (grossierement).
En conclusion, le domaine de définition de F est R . i
< o 1 1
2. o Comme |—t| <1, la série géométrique Z(—t)” converge et sa somme vaut ;(—t) = m = 1z ; donc la

1
suite (g,) converge simplement vers la fonction g: ¢t — T sur [0,1].

["'H 1
e Pourtout t €[0,1[,ona ‘gn(t)— g(t)| = 157 donc Sl[lp[‘gn(f)— g(t)| = 2 ne tend pas vers zéro quand n — 00 ;
t€(0,1

la convergence n’est donc pas uniforme sur [0, 1] (elle le serait sur tout segment de la forme [0,a] avec 0 <a <1).
1 1 1 1
e Pour tout t € [0,1[, on a |g,,(t)—g(t)‘ < "t donc f gn—J gl < J t"dr =
0 0 o n+1
lim = —— =1In2.
i [ [o=[ 2

n _1 k
Pulsquef gn(t)dt—ZJ( t)kdt:Z(k+)1 , on en déduit F(1)=In2.
0 k=0

, Ce qui prouve que

_1)n 1
n*

3. Vvn>1,Vx =2

‘( 17 1

nx

< — . Comme la série Z— est indépendante de x et convergente, la série Z
l’l nz=1 nz=1
converge normalement sur [2,400[.

—1)r-1
On en déduit qu’elle converge uniformément sur [2,+oco[. Comme, pour tout n = 2, ( )x —+> 0 et que, pour
n x—
(-p! : (i o (5D
=1, =1, le théoreme de passage a lalimite terme a terme permet d’affirmer que F(x) = E — lim —
n* pr n* X—+00 ~ x—+00 -

4. Dérivabilité de F

t*1(1—xInt)
t2x

négative sur I'intervalle [e!/*,+o0] et positive sur ]0,e/*]. Donc h, est décroissante sur [e!/*,+oo] et croissante

sur ]0,el/*].

Int
a) Soit x > 0. La fonction hy : t — o est de classe 6> sur |0,+oo[ et h/(f) = . Donc P/, est

Inn
On en déduit que la suite (—x) est décroissante a partir du rang E (e!/¥) +1.
n

nzl1

lnn

b) fn:x—(=1)""le~*n” estde classe 6 et f/(x)=(— 1)"

Inn
Soit @ > 0. On pose N, =E(e!/?) + 1. Pour tout x > a, la suite (—x) tend vers 0 en décroissant; donc la
nzNg

série alternée E f;(x) converge et, pour n = N, son reste d’ordre n, p,(x), vérifie :

nZNu

In(n+1)
(n+1)*

_In(n+1)
(n +1)2°

_ )n+1

‘pn(x)| <

In(n+1)

——— ——— 0. Doncla série ’ converge uniformément sur [a,+o0o[.
(n+1)* n—+oo Zf" 8 (@, +00]

nz1

Donc sup |pn(x){ <
x=a

e Pour tout n > 1, lafonction f, estde classe 4! sur ]0,+o0[ ;
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o lasérie Z fn converge simplement sur ]0,+o0o[ et sa somme est F;
nzl

o lasérie Z f,, converge uniformément sur tout segment inclus dans ]0, +-o00].

n=1

D’apres le théoréme de dérivation terme a terme, F est de classe 6! sur ]0,+00][ et

lnn

Vx>0, F/(x)= Z( =

5. Lien avec C

+00 e
11— 1
Pour x > 1, F(x) —{(x) = E = ) E (Zk)x = 2= E == —217%(x). On en déduit I'égalité :
n=1 k=1

F(x) = (1—2"7)¢(x).
Comme 2!-* = 0, F(x)~{(x) au voisinage de +oo et donc {(x) e 1.

II. Produit de Cauchy de la série alternée par elle-méme

6. Etude de la convergence
—1)r-1
a) Lorsque x > 1,la série Z

nzl

( )nl

converge absolument; donc (on applique directement le théoreme du cours)

la série produit de Z

nzl

n=1

_1)n-1
par elle-méme converge absolument et sa somme vaut : (Z ( n)x ) =(F(x))2.

n—1
1
b) Pour x>0, c,(x)= (—1)"‘2; m .Comme k — k(n — k) est maximum quand k = g et que la somme
n—1
1 1 (n—1)4*
comporte n—1 termes, |[c,(x)|= ) ———=(n—1) = .
" kzzl: [k(n — k)] [(n/27]* n*
(n—1)4* .. . - 3 :
Pour 0<x < AT a une limite strictement positive (finie ou non), donc la suite (c,(x)) ne converge pas

vers 0. Donc la série Z cn(x) diverge grossierement.
nz2

7. Casont x=1

) 1 1/(1 n 1 D
QA ——=—|= .Donc
X(n-X) n\X n-X

n-l1 1 1 n—1 1 1 1 n—1
cn(1) (—1)"_2;m=(—1)"_2;;(z+m) =(—1)”‘2; ( +

k=1

bl Ml
3
L

S

| [ =

tay

N——

fd
Il
—

1E01 Hy
= 2(-1)"22) —=p(-1)r2
(-1) ”,?zlk (-1

b) Monotonie

Hp _ H, _ (n+1)H,_, —nH, _ n(Hy,—1 —Hu)+Hp,
n n+l1 n(n+1) n(n+1)
_ leH
n(n+1)

anl
Donc la suite (— est décroissante.
n n=2

H,-:
¢) "Classiquement", H, ~Inn au voisinage de +o00. Donc la suite (— converge vers 0 en décroissant et la
n
nz2

série alternée E ¢y(1) converge.
nz2

II1. Calcul de la somme d’une série a 'aide d’'une étude de { au voisinage de 1

8. Développement asymptotique en 1
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a) Onpose h=x—1.Comme F est dérivable en 1, au voisinage de 1,ona:

F(x)=F(1)+ hF'(1)+o(h)=In2+ hF'(1)+o(h).

2

On a aussi, en utilisant la formule de Taylor-Young: 1 —21"* =1 —¢e "2 = pIn2 — h? 4+ o(h?) au voisinage

de x=1.
b) Développement de {
F(x) In2+ hF'(1)+o(h) 1 In2+hF/(1)+o0(h)
)= e n’2 ~hin2 . In2
hln2— h?+o0(h?) 1- T}H'O(h)

1 In2 1 , In?2

= T3 (1n2+hF (1)+o(h)) (1+ 7h+o(h)) i (ln2+h (F D+ T) +0(h))
1 F(1) In2

= - = 1
h+(ln2 * 2 )+0( )

9. Développement asymptotique en 1 (bis)

1
a) Pour n >1etxe[l,2], t — pes est décroissante sur [n,n + 1] (qui est un intervalle de longueur 1), donc

1 " dr 1 o 1 1
l.——< — <1.—.Onendéduitque: 0< vy(x) < — — ——.
(n+1)* I n* n* (n+1)*

. 1 (1 1
b) Pour x € [1,2], la suite — converge (vers 0); comme E ——
n= ) p=1 P

1
= ) =1 Ia séri
K (k+1)x) 1y o SeHe

1 1
Z — — ——— | converge. De 'encadrement du (a), on déduit la convergence de la série Z vn(x).
s\t (41 =1

n

” 1 "adr oo
c) Pourxe]l,Z],ka(x)z —— —(x)— ——C( )——
1

x X oy
=1 ok [ e

+00
d) Lasérie Z v, converge simplement sur [1,2]. On note R,(x)= Z Vir(x) le reste d’ordre n dela série. D’apres
n=1 k=n+1

(@), 0<Ru(x) < Z ( ! ) ! lim ! 1 Donc sup |R,(x)| < 0

= — _— . S —— —

N\ TG ) T T ek (el sty NS G DT e

Donc la série Z v, converge uniformément sur [1,2].
nz1

1 1 1 1 1
e) Pour x €]1,2], vn(x)zﬁ— T« (nxl _(n+1)x*1) vp(l)=— —ln(n+1)+lnn

v, est continue, sauf peut-étre en 1.

1 1
Enl:enposant h=x—-1, il +0(1) par continuité de I'’exponentielle x — n~* en 1 et

1 ix (nll - +11)H ) _ % (e-hnn _ -hintr+1)) — % (1=hm nto(m)~(1-hin(n+1)+o(h)) =In(n+1)—In n-+o(1) ;

donc v,(x)=—+In(rn+1)—Inn+o(1). Donc v, est continue en 1.
n
On en déduit que la série Z v, est une série de fonctions continues sur [1,2]. La convergence uniforme sur

nzl
[1,2] entraine donc la continuité de sa somme sur [1,2].

1 1

On en déduit que Q(x)—— = Z vp(x)= (Z vn(l)) +0(1)=1v+o0(1) auvoisinage de 1*. D’ol1 {(x) = —+Y+0(1)
n=1

au voisinage de 1%.

10. Application
Par unicité du développement limité en 1* (éventuellement en multipliant par (x — 1)), on déduit de 8.(b) et 9.(e) les

sealités a=1 et LD+ 02 )y U F(1)=In2 In2
égalités a=1et - - 5 =b=y.Dou =n2{y-—-].
(= 1)" 1lnn , (1 n2 )
DaprésLa.(b), Y ————— =—F(1)=In2| — —
P ; ) Y
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PROBLEME 2 : Produits infinis (d’apres Centrale TA 1981)

Partie I

I.1 On calcule successivement, par des récurrences faciles (télescopage)
n

1 1, 1 L 1, q,k-Dk+1), n+1 1 2 n+2 1
[Jo-p=5-0 Tlo-@=I1C—F%=%r -z 10 mey== 3

2 2

.2 a) Comme 0 < u, < 1, la suite (p,) décroit (on a p,/p,-1 = u, <1 et donc (décroissante et minorée par 0)

o0

converge, i.e. | |un existe.
0

Prenons le logarithme :

n
Inp,=Y_In(u)

k=0

o0
Sila série Zln(un) est convergente, on a donc Inp, qui a une limite, donc p, aussi, et | | u, existe.
0

o0
Réciproquement, si | | U, existe, ilyadeuxcas:

0
e Si p, — 0 alors la série des Inp,, diverge vers —oo.
e Sinon, la série des In p, a une limite finie et donc converge.

b) Quel’on parte de la convergence de la série ou du produit, il est nécessaire (mais pas suffisant) que 14+u, — 1.En
effet, le critere de divergence grossiére appliqué a Zln(l +u,) implique que In(1+u,)— 0. Et la convergence
de la série des u, implique que u, — 0.
Dans tous les cas, on a donc In(1+u,) ~ u,, et le théoreme sur les séries a termes équivalents positifs permet

de conclure :
o0

l_[(l + u,) existe < Zln(l + u,) converge < la série Z u, est convergente.
0

o0
¢) De la méme facon, si on a I'existence de | |(1 + u,), la série des u, converge; comme In(1 —u,)~ —u, dans
0

o0
ces conditions (puisque u, — 0), on en déduit I'existence de l_[(l —u,) et en prenant 'exponentielle :
0

D (- ug)— =] Ja-u)—e £0
k=0 k=0

o0
Réciproquement, si l_[(l — u,) existe et est non nul, on peut passer aux logarithmes et retrouver la convergence
0
00
de Zln(l —u,), d ol (€quivalents) celle de Z u,, et donc l'existence de l_[(l +uy).
0
Partie I1

II.1 Dans le premier cas, une récurrence facile permet de démontrer la double proposition

2n 2n+1
(=DF. 1 (-1)k n+l 1
= ]_—— = — = ]_— = —_— —
Pan 1:[( k p P 1:[( P 2n+1 2

1
En vertu d'un lemme classique, on a bien p,, — >

_ln
Dans le deuxiéme cas, on remarque que si u, =1— ( ‘/_) il vient
n
1 1 1 1 1
Upp Uz =(1— 1+ <U-—)14+—)=1-—
anttann == ER)At g ) SU= At 5= 175,
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1 1
Pan+1 = (Uauz)(Uatts)..(UopUzn) (1= )1 —7—)
2 2n
1
et ce produit tend vers 0, puisque Y. 5, —oo (vu aussi en exemple en partie I).
n

Donc p2p+1 — 0. 01 pop, = pon1/(1+ )~ p2n+1 — 0. Donc la sous-suite d’indices pairs aussi tend vers 0. Donc

1
v2n+1

T, D"
en vertu du méme lemme que précédemment, l—[(l -

) vn

) existe, et vaut 0.

u2
II.2 Comme par hypothese, u, — 0, on a le droit d’écrire quand n — 400 u, —In(1+ u,)~ 7" . Ceci est le terme général
d’une série a termes positifs :

o soit elle converge, et il en est de méme de Z(un —In(1+ u,)) — ce qui signifie que Zln(l + u,) est de méme

nature que Z u,, qui est supposée convergente, et cela prouve I’existence de 1_[(1 +upn);
0

u2
e soit ). 7" diverge, mais c’est vers 400 ; alors cela implique que Zln(1+un) tend vers —o0o, autrement dit (comme
o0

on I'a vu) le produit l_[(l + u,) existe, mais il est nul.
0
Les deux exemples donnés illustrent ces deux cas possibles.

Partie 11

III.1  a) Posons s, =a;+---+aj,, alors
n

¥ 1 1
= 2ok T okvzk

et comme le terme général de cette nouvelle série est équivalent a celui d'une série de RiEMANN divergente,
S2n — 400 ce qui assure que la série des a, diverge.

Quanta ). a? . c'est encore plus simple vu que a? ~ % , terme général d’'une série de RiEMANN divergente. Donc

ces deux séries divergent.
On va voir que néanmoins, le produit infini converge...

1
b) Ontrouve (14+as,—1)1+az,)=1— — - Donc
n

) n
pon=] [0+ an=] [0+ a0 +am=] [(1- )~
o ey k=2

comme on I'a vu en partie I.
La sous-suite des pz,+; se déduit de p,, en multipliant par 1+ a,,4+; — 1, donc a méme limite : le lemme
[o¢]

1
habituel entraine donc que l_[(l +a,) existe (et vaut 3 ).
3

III.2 a) Quel'une ou 'autre des deux séries Z u, et Z ui converge, on en déduit que u, — 0 ; ceci permet d’écrire
2
dans les deux cas que u, —In(1+u,)~ 7" .

Le passage au logarithme de la partie I permet encore d’affirmer que Zln(l + u,) converge; ce qu'on ne peut

plus faire est d’utiliser les équivalents (non positifs ici). Mais on en déduit que les deux séries Z u, et Z ”i
sont de méme nature, puisque la différence de leurs termes généraux est celui d'une série convergente.
b) Ici on considére le cas ol la série de terme général (12) diverge. Comme elle est a termes positifs, c’est vers +oo.

Ceci équivaut, d’apres le calcul précédent, a ce que Z u, diverge vers 400, la différence des termes généraux
étant toujours le terme général d'une série convergente.

III.3 Les hypotheses faites entrainent encore que u, — 0. On ne peut pas appliquer la partie I, car on ne sait rien sur le
signe de u, ; en revanche on a

[In(1+ up)| ~|uy|, terme général d'une série convergente.
Donc la série des In(1 + u,) converge parce qu’elle est absolument convergente, et cela entraine comme d’habitude

o0
I'existence du produit l_[(l +uy).
0

costruc
4n?

ruc

T . . cost . -
Ainsi [J(1- ) existe, puisque . 4z converge absolument (dominée par une série de RIEMANN conver-
n

1
gente).
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Partie IV

00
IV.1 Lhypothese que Vn €N u, # —1 interdit que [ [(1+ u,) vale 0. Donc la suite p, tend vers 0 dans C sans jamais
0

s’annuler, et de méme pour |p,|. En passant au logarithme, on en déduit que la série Zln |14+ u,| diverge vers —oo

IV.2 Le produit l_[(l +|u,|) est a termes réels, il existe parce que de la forme l_[(l +v,) ol 0< v, <1 estle terme

général d’ une série convergente (I2b).

La valeur (réelle) de ce produit infini est toujours > 1, sauf si tous les u, sont nuls. En effet la suite des
n

p,= l_[(l + |u|) est croissante.

0
On développe bestialement :

| |(1 +ai)—1 estégal a Z a,...ar, oula somme porte sur tous les sous-ensembles (non vides)
1<k <kz<..k.<n,r<n

1
de {1,2,...,n}.
Une banale application de I'inégalité triangulaire dans C donne alors

n n
‘l_[(1+ak)—1‘<| Z akl...ak,|S Z Iakl...akr|:l_[(l+|ak|)—1
1 1<k <kz<..k,<n,r<n 1<k <ko<..k,<n,r<n 1

ol la derniere égalité provient du méme calcul, en remplacant les a; par leurs modules.

Considérons
ntq n+q
|pn+q—pn|=|pn|]]—[(1+ak)— 1| <Ipal([ Ja+1ach-D=1palp,,, - p,)=A
n+1 n+1

n
en posant p, = l—[(l +|ak|) (qui converge d’apres la partie I).
1
On remarque juste que |p,| < p’,, et on utilise que la suite (p/,) converge : donc elle est de CaucHy, et donc A— 0
n

quand n — 400 ce qui prouve bien que la suite p, =] [(1+ ux) est aussi une suite de CaucHy.
0

[o9]
Comme toute suite de CaucHY dans C est convergente, on en déduit donc l'existence de [ [(1+ u,).
1

Cette question était un peu plus difficile que le cas réel!

h) La série Zln |1+ u,| est absolument convergente : en effet, on a, en posant u, =re’®,

14+ u,|=1+re®| = \/1+r2+2rsin6 < \/1+r2+2r=1+|un| etdonc |In|1+ u,|| <In(1+|u,|)~ |u,]

et ce dernier terme est celui d'une série convergente, par hypothese : d'ou la convergence absolue de E In|14+u,|.

o0
¢) Ceci montre (par contraposition) que l_[(l +u,)#0.
0

d) Pour la série ZArg(l +u,)), onremarque que

Arg(1+ 1)) ) rsin® 0
r u,)=arctan ————— ~ rsin
8 " 1+rcosH

(puisque r —0); or |rsinB| < r =|u,|, qui est le terme général d'une série convergente.

Donc la série des (ZArg(l +u,))) est, elle aussi, absolument convergente.

o0 .
e) Le produit l_[(l + %) diverge.
1

o0
/ 1 [shT
Lindication selon laquelle | | 1+ — =4/ —— estun piége semble-t-il! (méme si cette relation est exacte!).
n T
1

En fait, sil’on a convergence en terme de module, on a divergence quant aux arguments : la série des Arg(1+u,)
diverge car son terme général est équivalent a celui de la série harmonique.
o0
IV.3 a) S’il arrivait que u, pritla valeur —1, le produit serait nul, or c’est exclu. Par ailleurs, si on note ¢ = l_[(l +up),

0
alors { #0 et 1+u, =p,/pn-1 —{¢/{ =1 ce qui implique que u, tend vers 0.
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b) Par passage au logarithme, on déduit de ce que la suite |p,| converge, que la série Zln |1+ u,| converge.
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