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CORRIGE DU DS N°8 I

[EXERCICE - extrait de CCP PSI 2002 -

1. a) Sur ]-o0,0[ et ]0,+oo[, (Eq) s'écrit y” —y =0 et donc :

PSI* 12-13

La solution générale de (Eg) sur ]-co,0[ ou ]0,+co[ est y = Achx+Bshx, (A,B)eR?|.

b) Par conséquent, si f est solution de (Ey) sur R, il existe (A,B,C,D) dans R* tel que

Cchx+Dshx six>0

Achx+Bshx six<0
f(x)={

et la continuité de f en 0 nécessite A = C, sa dérivabilité en 0 nécessite B =D. Réciproque-
ment, f:x+— Achx+Bshx est solution sur R :

La solution générale de (E;) sur R est y = Achx+Bshx, (A,B)€R?|.

2. a) En tant que somme d’'une série entiere, y est de classe C* sur |-R,R[ avec :

[ee]

Vxe ]-R,R[, x*y”(x) = Zk(k ~Duxk et x%y(x) = Z

k=2

d’ou les relations traduisant le fait que y est solution de (E,) :

(n—nz)uoz(n—nz)ule et Vk>=2 (k(k—1)+(n—n2))uk—uk_2:O.

Puisqu'ici n>2, n—n? est non nul et on en déduit : | ug=u; =0 |.

b) D’apres ce qui précede : ‘ Vk>22 (k—-n)k+n—1)u,=ur_, ‘

c) Pour ke[2,n—1],ona (k—n)(k+n—-1)=0 et donc

U2

U =

Comme uy =u; =0 d'apres I.2.1., une récurrence immeédiate fournit :

(k=n)k+n-1)

‘Vke[[O,n—l]] uk:O‘.

d) En particulier, u,_; = 0; or, en remplagant k par n+2p+1 dans la relation précédente, on

obtient :

VpeIN Upippi =

d’ot, toujours par récurrence,

un+2p—1

(2p+1)(2p +2n)

‘ VPEN, Un+2p+1 =0. ‘

e) De méme, en remplagant k par n+ 2p, on obtient

d’ot1 I'on déduit par récurrence :

. Un+2p-2
VpelN =
PER M2 = o o 2 1)
B (2n)! (p+n)!
P e, sy = n pl(2p+2n)! "
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f) Compte tenu des résultats précédents, y(x) est de la forme : y(x) = x”Zun+2px2p. Pour
p=0
x=0,0na
un+2p+2x2p+2 1 2
> = X p — 0
Up2pX 7P (2p+2)(2p+2n+1) 0
donc d’apres la régle de d’Alembert; la série Zu” +2p x%P est absolument convergente pour
p=0

tout x réel. Autrement dit :

g) D’apres les deux questions précédentes, I'ensemble des solutions développables en sé-
rie entiere de (E,) est une droite vectorielle, ces solutions étant toutes de la forme

= [ (2n)! +1)!
(%) = ux" Z[( :!) 'p!((gp :gn)!]xzf’ pour tout x € IR, avec u, constante arbitraire dans
p=0
R.

PROBLEME - E3A PC 2004 —

Préliminaires

1. Pour i €N, on a, avec une intégration par parties :

1
Qjyp = p

2

NIR

: 1 :
(1—coszu)(sinu)ldu:oci——f cosu cosu(sinu)' du
TC _%\/_/

Sk

:f :g/
1 . z 1
=a;— i 1)n[cosusmlﬂ u]é - e
. i+1
Et finalement : | a;,, = mai .
1 s
2. On remarque que o = - du=1 et a; =0.
-1
De 13, pour i impair, on a clairement o; = 0.
. ) 1 31 53 1 . .
Enfin, on a successivement : a, = —, agy ===, ag=—-—-= .. et donc, pour i entier naturel
2 4 2 6 4 2
. (i-1)(-3.)...1
air > 2,ona:|a; = —
P * i(i—2).2
Partie |

1. Le théoréme utilisé est le suivant (Cauchy-Lipschitz) :

Soient a, b, c¢ trois fonctions continues sur I, et telles que a ne s'annule pas sur 1. Soit x; € I
et yo € R. Alors I'équation différentielle a(x)y’ + b(x)y = c(x) a une unique solution sur I vérifiant

v(x0) =0
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On applique ici ce théoréme avec a(x) = 1—x? (continue et non nulle sur |-1,1[ =1, b(x) = —x
et ¢(x) = f(x) (toutes deux continues sur I) et xy = 0.
On a alors bien le résultat voulu.

. Soit ¢ une solution de (£y). Posons, pour n €N, HR, : « ¢ est n fois dérivable sur I ».

— HR; est vraie par définition méme d’'une solution.

5 (xp(x) + (), et

5 (x@(x) + f(x)) est dapres HR,, n fois dérivable sur 1. Donc HR,,; est bien vraie.
X

— Soit n > 1 tel que HR,, soit vraie. On a alors, pour x € I: (pT(x) =

X —

On a donc montré par récurrence que ¢ est dérivable a tout ordre, en d'autres termes que

¢ est €% sur I|.

X
. a) (&) sécrit : y' = 1_x2y. On sait d'apres le cours que sa solution générale s'écrit :

Y= )\exp(J N a 5 dx) avec A décrivant RR.
-Xx

A

1—x2 |

1
Ainsi, la solution générale de (&) est:|y = Aexp (—Eln(l —xz)) =

b) On peut faire la recherche dune solution particuliere par la variation de la constante,
mais cela n'est pas utile puisqu'une solution particuliere nous est suggérée : on pose

dt. Comme f est continue, ¢ est dérivable sur I et on a:

’ f(x) s tf@)
© — dt.

1-x2 " (1-x2)3 1-12

_ 1 ()
(pO(x)_\/l—xZJo Vi—g?

Donc :
(1= x%)gp(x) = xo (x) = f (x).
Ce qui montre bien que ¢, est solution de (&) sur I.
A

1 *Of()
V1-x2 " Vl—xZJ; Vi-2

solution ¢ vérifiant ¢(0) =y, est alors obtenue pour A =1y, ce qui donne finalement :

1 tOf(t)
(p(x)_\/l—xz(yO+J(J 1—t2dt)'

c¢) On reprend la forme générale des solutions de (£f) avec f(t)=1 :

A 1 JX 1
Vi—x2 Vi-x2Jo V1i-+2

Donc la solution générale de (£;) est:

dt. La

Par suite la solution générale de (£¢) sur I est y =

B A N arcsinx
Vi-x2 V1-x2

y

Partie I1

1. Puisque R[X] est une algebre et que la dérivée d'un polyndme est un polyndme, on en déduit

que pour P e R[X], on a A(P) € R[X].

n
Soit n le degré du polyndme P = Zaka. Alors, si n>1, ona d°(P’)=n—1 et donc (1 -X?)P’

k=0
est de degré n+ 1, tout comme XP. Donc A(P) est de degré au plus n+1.
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Le coefficient du terme de degré n+1 est —na,—a, # 0. Donc, dans ce cas, on a d°(A(P))=n+1.
Si n =0, c’est-a-dire si P est une constante non nulle k, alors A(P) = —kX et le résultat reste
vrai.

Enfin A(0) =0, donc avec la convention habituelle « —c0+ 1 = —c0 » on peut dire que dans tous
les cas :| d°(A(P)) = 1+d°(P) |.

2. Soit A,, la restriction de A a R,[X]. Alors pour P € R,[X], on a d°(P) < m, et donc
d°(A(P)) = 1+d°(P) < m+1,donc A,, est bien a valeurs dans RR,,,;[X]. La linéarité est immédiate.

Ainsi ‘ A,, est bien une application linéaire de R,,[X] dans R,,,;[X] ‘

3. 1l résulte de la question 1 sur les degrés que si P = 0, alors A(P) = 0. Donc Ker(A,,) = {0} et
‘ A,, est injective‘.

4. Par application du théoréme du rang, on a : rg(A,,) = dim(R,,[X])=m+ 1.

Ainsi,

Im(A,,,1) est un hyperplan de R, [X] ‘

5. Pour k entier entre 0 et m, on calcule A,,(X*) :
Ap(XF) = (1 =X XF =X = —(k+ D)X 4 kX si k=0, et A,(1)=-X.

Donc la matrice A,,, qui est de type (m+2,m+1) s'écrit :

o 1 0 .. 0
-1 0 2 0 0
o -2 0 3 0 0
A, = 0O 0 -3 0 4
. 0
0 -m+1 O m
0 0 0
0 -m-1

6. Si P est une solution polynomiale de (£¢), on a alors A(P) = f, et on a vu que pour un pour

tout polyndme P, A(P) est aussi un polyndme. Donc : ‘ f est le polyndme A(P) ‘

7. a) Dire que le polyndme P est solution de I'équation différentielle (£;) revient a dire :
A,_1(P)=Q,
ce qui se traduit matriciellement par : .

b) On le montre par implications circulaires :

- (i) = (ii) : Si (£q) admet une solution polynomiale P, alors A(P) = Q et donc, d’aprés
1.1 d°(Q)=d°(P)+1, et donc d°(P) =n—1.Donc A,_;(P)=Q, et (ii) est établi.
(i1) = (iii) : immédiat avec le 11.7.a.

(i) => (i) : Si S est solution de A, 1S =V avec S de coordonnées sg,..., s,_1, alors
n-1

(d’apres le I1.7.a) le polyndme P = Zskxk est solution de (£q), ce qui prouve (i).
k=0

Donc ‘ I'équivalence des trois propositions est démontrée ‘

0 1 0 0 ) 0
-1 0 2 0 SO 7
c) i) A3S=V gécrit: | 0 -2 0 3 L= q> |, ce qui s'écrit aussi :
52
0 0 -30 . s
0 0 0 -4 3 4
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51 =40
=59+ 252 =q
—251+ 353 = q,. Une résolution par substitution conduit au systeme équivalent suivant :
—-3s2=43
—4s3=1q4
51 =40
1
52 = —g%
Sop=—=g3—
0 13613 1
= — + —
53 342 3%
-4 8

Ainsi ce systeme admet une solution s, et seulement si ‘ 3g4+49,+8q9=0

2 1 1 2
cas, cette solution est unique et est : (sg,...,s3) = (—§q3 - ql,qo,—g%, ng + —qo).

ii) On a dong, lorsque 344 + 44, + 8q¢ = 0, 'unique solution P de (£q) qui est :
2 2
P= (—343 —fh) +qoX - —Q3X +( 9+ §QO)X3

3
ou encore, compte tenu de g, = —Zq4 -2q :

2 1 1
P= (—5% - 611) +g0X— 56137(2 - ZGI4X3-

iii) 3g94+49,+8gy, =0 est une CNS pour que Q € R4[X] ait un antécédent par A;. En d'autres
termes,

=0 est une équation de 'hyperplan Im(Aj;) ‘

d) i) L'existence de l'intégrale et la linéarité de A, sont immédiates.

s

2
De plus, en prenant pour R le polyndme 1 (constant), on a: A,(1) = J du = 1, donc

Sk

‘ A, est une forme linéaire non nulle ‘

ii) Soit P e R, {[X].

[STE

Au(AL(P)) = ’ [(1-sin® u)P’(sin u)—sinu.P(sinu)]du = J [cos? u.P’(sinu)—sinu.P(sinu)]du

_n
2

NIR

Or, a l'aide d'une intégration par parties :

|

Finalement, on obtient bien : ‘ Au(AL(P) =0 ‘

s

2 ol 2 2
cos“u.P'(sinu)du = cos“u.P’(sinu)du.

_n
2

[STE

x 2
sinu.P(sinu)du = [-cosu.P(sinu)]’« +J
2 ud

2

[STE

iii) Ceci montre donc que Im(A,) C Ker(A,). Or il a été établi que Im(A,) est un hyperplan
de R,[X], et c’est aussi le cas du noyau de la forme linéaire non nulle \,. Ces deux sous-
espaces vectoriels sont donc de méme dimension (finie), et donc ‘ Im(A,) =Ker(A,) |-

n
iv) On va en fait chercher a déterminer Ker(},). Soit P € R,[X], avec P = Zpkxk. Alors :
k=0

ZPkJ:

(k—1)(k-3.
sinu) du—ankock_n Po+ Zpk (3{( ) )2

k palr'

s
2
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n
Puisque P € Im(A,) < A,(P) = 0, |une équation de Im(A,) est donc : Zakpk =0 (ou

k=0
= (k-1)(k-3.)...1
encore pg+ ,; Kk—2).2 pr=0).
kp_air

e) D’apres I'équivalence entre les propriétés (i) et (ii) du I1.7.b, on peut dire qu'une CNS pour
que (£g) admette une solution polynomiale est que Q € Im(A,,), clest —a-dire :

~ (k-1)(k-3.)..1
qo*; Kk—2.2 *=0

k p_air

f) Pour n =4, cette condition s’écrit donc :

1 3
Qo+ 592+ gq4 = 0, ou encore : 8qy+44g, + 394 =0 : on retrouve bien l'expression du 7.c.ii.

Partie 111

1. a) Soit ¢ une solution de (&), et soit yy = ¢(0). On a alors :

Vxel, o(x)= \/11——x2(yo+fo J:(_t)tzdt).

Par hypothese, f est développable en série entiere (DSE en abrégé pour la suite) de rayon de

convergence >1.0r, t+— (1+ t)% est, d’apres le cours DSE de rayon 1. Dong, en substituant

est DES de rayon V1 =1, et donc par utilisation de la
f()

V1 -¢2

dt est DES de rayon > 1. Puis on applique

—t2 & t, on en déduit que t —

1-1¢2

série produit de Cauchy des deux séries entieres, t — est DSE de rayon > 1. Enfin,

f(t)
1-1¢2
a nouveau le théoreme sur la série produit, et finalement ‘ ¢ est DES de rayon >1 |.

X
par primitivation de série entiére, x f
0

0 +00 +00
b) i) Onaalors, pour tout x €1 : (1-x?) Zkakxk_l—Zakxk“ = Zbkxk. Donc, en développant
k=1 k=0 k=0
et en réindiciant, on obtient :
+00 +00 +00 +o00
Z(k + 1)ak+1xk - Z(k - l)ak_lxk - Zak_lxk = Zbkxk
k=0 jlg;:‘/lj k=1 k=0

On met tout sous une méme somme :

a; + +i((k + )ag —kag_q )x* = iobkxk
k=1 k=0

ce qui, d’'apres l'unicité du DES équivaut a :

ayp = bo
Vk>21, (k+1)ag. — ka1 = by

donc :

1

k+1bk'

k
Yk > 1,ﬂk+1 = mﬂk_] +
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i+ 1
ii) On rappelle d’'abord que, pour i €N, ona: a;,, = Z+ 2“’ et que «o; # 0 pour i pair.
i
2k -1 1 2k -1
Dong, pour k>1 : ay, = —2k 2(k— 2kb2k 1 et oy = % o (k-1) ; donc :
dog “Z(k—l) 1 by

Qop  Q(k-1) "ok 0 (k-1)

bop_ a
k=1, 70 , Ou encore :
Q2(k-1) &

. a2p 1
iii) Il s'ensuit que pour peIN,ona: — = .
) que pour p o, ) 1

bok_1 a0

+_

aZp ZZk 1 O(zkl) (&%)
2k-1

iv) On a, pour k>1 : (2k+ 1)ay,,1 = 2kayi_1 + byk, puis on multiplie par ay; = o5 Y2k-1)

| (2k + 1)apgq a = (2k = 1) a1 Q1) + boxtog |

v) Ainsi, si on pose up = (2k + 1)asr 100, on a alors up = up_1 + by, et par suite

Up =g + szkazk, soit : (2p+1)azp,100p = ajag + szkazk, et finalement (sachant que
k=1 k=1
ap = b()) .

1

p p
1
Arps1 = | bog + E L E bor ok
p* (2p+1)ay, = (2p-+1)a2pk20

2. a) Le seul probleme réside dans l'existence de l'intégrale.
f(t)
V1 -¢2

R>1).Donc f(¢) Z O(1), et

Pour x € |-1,1[, t — est continue sur [x,1[ [et f est continue en 1 (car DSE de rayon

) | (1
Vil o\

est intégrable sur [x,1[ pour x< 1, et donc ‘ ¢ est bien définie sur |-1,1[ ‘

)(écrire\/l—ﬂ:\/u—t (1 +1) ~2(1-1));
t—>1

or t —

1 X
f(t) o 1 f(t) S
b) Posons y, = ¢(0) = —J dt ; ainsi @(x) = dt+ et donc d’apres
o=@ 0 V1-1¢2 ® V1-x2\Jo V1-t¢2 o)

L3.a:| ¢ estla solution de (£) qui vérifie ¢(0) =1y |.

¢) i) On a, puisque 0 € ]0, 7] :

_ 1 0 f(1) (0 f(
o) = 1—c0529(£ Vl—tzdt+y0)_51ne(1 dt+y0).

Puis on fait le changement de variable t = cosu, qui est un €' -difféomorphisme de ]0, 0]

sur [cosO,1] :
cos©

9 f(cosu)

dt =
V1 -—1¢2 0 VsinZu

donc on obtient :

(=sinu)du. Or, sur l'intervalle considéré, on a sinu > 0

smej f(cosu)

ii) La fonction u + cosu est continue sur |-, 7| et a valeurs dans |-1,1[, et f est continue
sur |-1,1[ (car DSE de rayon R > 1). Donc u +— f(cosu) est continue sur| |-, 7| , et
donc :

‘ F est dérivable sur |-m, m[ et pour 6 € |-1, [ , on a F/(6) = f(cos 6).‘

Le théoréme utilisé est le suivant :
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Si g est une fonction continue sur un intervalle I d'intérieur non vide, et si a € I, alors

x|—>J t)dt est une primitive de g sur I.

iii) Par suite, _sine = (es)ir_lg(O)e:m_ w o —-F’(0) =—f(1). Donc :
lim ¢(x) = ~f(1).

d) i) On calcule :
Arcsinx—7  —Arccosx

Vi 1=z

[Arcsintl]] =

Po(x) =

1 f 1
VI-+2 1\/1—t2_\/1 x2
1 *otdt N
¢1(x) = [ 1—t] = 1.
Viee i vice \/1 x2
ii) Soit k>2 et xel.Pour 0<e<2:

X tk ¢ x
J d = [—tk‘l V1 - tz]x +(k—1)J t*-24/1 — £2d¢, puis, en faisant tendre ¢ vers 0 :

1-e V1 — 2 1-¢ 1-¢ ‘o 5

k-1 (* k=1 (*t5(1-1t%)
_ k-1 k-2 2 _ k-1
Pr(x) =—x""+ —— VL —tedt = —x" + dt.
Vi-x2 1 V1i-x2J1 V1-t2

Donc : @g(x) = —x*1 + (k = 1)(@_o(x) — @x(x)), et finalement :

—xk1 k-1
Pr(x) = p +T(Pk—2(x)-

iii) Sachant ¢@;(x) = 1 et la formule de récurrence ci-dessus, il est immédiat (avec une

récurrence) que pour p € N : ¢2p+1 est une fonction polynomiale de degré 2p |.

iv) Soit HR, la propriété a montrer :
« APy, € R[X] tq d°(Pyy) =2p—1 et Vx €1, @,(x) = Pyp(x) + at2ppo(x) »
e Pour HRy, il faut bien str adopter la convention que un polyndme de degré négatif

est le polyndme nul. Il s'agit alors d'établir que ¢y = ay@y, ce qui est vrai car oy =1.
Donc HR( est vraie avec P =0.

e Soit p >0 tel que HR, soit vraie. Alors (pour x€l),ona:

—x2P+1+2p+1
2p+2 2p+2

Pops2(x) = (P (x) + a2 @p(x)).

X?2p+l L2+l
st 5Py
2p + 2 2p+2
(car P, estde degré 2p-1<2p+ 1), de sorte que :

On pose alors Py, = Py, est bien un polyndéme de degré 2p+1

2p+1

5 a2pPo(x) = Popia(x) + azpr2@o(x)

P2p+2(x) = Popia(x) + 2

Ce qui prouve HR,,; et achéve la récurrence.

v) D'apres 2.d.iii, si k est impair alors @y est polynomiale et a donc par continuité une limite

finie en-L

Si k est pair, le résultat de la question précédente assure que @, a une limite finie en
—Arccosx

1 si et seulement si c’est le cas de @. Or @g(x) = ——— et Arccosx ~ /2(1—x) et

V1 —x2 x—1-

donc ¢, tend vers —/ en 1.

Finalement, | ¢; a une limite finie en 1 pour tout k € N ‘

Rem : On pouvait aussi remarquer que ¢, n'est autre que ¢ lorsqu’on prend f(x) = xk;

puisque une telle fonction f est bien somme d'une série entiére de rayon >1 (R = o),
la question 2.c.iii assure alors directement le résultat.
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n
e) Soit x € |-1,1[. On considere les sommes partielles : Zbk(pk(x) :
k=0

Posons, pour f € [x,1[ : g(t) =

Les g, sont continues et intégrables sur [x,1[, et Z gr converge simplement sur [x,1[ vers
f(x)

définie par : g(x) =
4 8 T2

f
bktk

1
Enfin, J
x | V1 — t2

Zbktk, on déduit que anbk| converge, et donc ZJ |gx| converge.
[x1]

Donc, d'apres le théoréeme dintégration terme a terme (convergence en norme 1),

1 | 1
on en déduit que ZJ gr converge et que : ZJ gk = J f(x) 2dx, et par suite
x k=0“% x X

(car Zbktk est une série entiére de rayon > 1, de somme

1
dt
dt < |bk|f ———— = 7|by|, et de la convergence absolue en t =1 de
-1 V1-1¢2

V1 -

Zbkq)k(x) = ¢@(x) ; en conclusion :
k=0

Zbk(pk converge simplement vers ¢ sur |-1,1].
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