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D.YI *L ?

Le sujet comporte 4 pages

N . B : [æ sujet comprend 3 parties, qui ne sCInt pas.indépendanæs.
Il est demandé d'exposer les questions dans I'ordre de l'énoncé.
Les candidats pourront admettre certains résultats intermédiaires et
les utiliser dans Ia suite du problème, même s'ils ne les ont pas
démontrés.
Les Ésultats devront êre soulignés ou encadrés.
Il sera tenu compte dans la notation de la qualité de la
rédaction et de la présentation matérielle.
On note lN I'ensemble des entiers naturels, Z I'ensemble des
entiers relatifs, lR I'ensemble des réels.

Préambule :

Dans toutes les parties, étant donné une fonction f définie sur lR et à
valeurs dans lR, et un éel a, on définit la suite (qfi.61 par:

ûo= a, et V nelN, un+l = f(uJ
On appetle alors E I'ensemble des Éels a tels que la suite (un)neru soit

convergente, et F I'ensemble des Éels a tels que la série E q1 soit convergente.

Partie I:

1') Soit (xilnenv une suite réelle. On définit Ia suite (yJn€N par :
1n

V ne N,yn = * .E^ 
**

^ k=o

a) Montrcz que si la suite (xn)n.[\ est bornée, la suite (yn)ne[\ est
bomée. Exarninez la réciproque.

b) Montrez que si la suite (xdneN est convergente, la suiæ(ydneN est

convergenté, et pÉcisez alors sa limite.
Réciproquement, si la suite (yn)n.6 est convergente, la suite

(xJnettr,t est-elle convergente ?
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2o) Soit (udn.N une suite de réels strictement positifs qui converge vers

zéro. On suppose qu'il existe deux Éels m et o tels que :

mÉ0,0> l,et %T -+ m(tlila n+oo
à) Quel est le signe de m ?
b) Soit p un réel, et vp [a suite définie par :

V ne lN, vn
(un+t)Ê 

- 
(un)Ê

Montrer que la suite (vJn.N a une limite finie non nulle pour une
et une seule valeur fu de F, que I'on exprimera en fonction de s .

c) On suppose que F = fu , et que la suite (wilnenrl est définie par :

1ll
VnelN,wn=-*,àu*

'^ kd)
Quelle est la limite de la suiæ (w$neN ?

En déduire un équivalent simple de la suite (uilnelu , de la forme :

un n..i* L tt
où on exprimera les réels L et s en fonction de m et s*

En déduire la nahrre de la série E un, en fonction du réel a.

3") Applications:
a) On suppose que la fonction f est définie par :

Vxe[R,f(x) =x-x2
Déterminer l'ensemble E.
Déærminer I'ensemble F (on pourra utiliser les suites (vs)s.6 et

(wilneN definies au 2o), avec cr =2).
b) On suppose que la fonction f est définie par:

VxelR,f(x)= L
Détermine, rtn**lî$.il
Déæmriner l'ensemble F (on pouna utiliser les suites (v1)1.9r1 et

(wJneru définies au 2") , avec une valeur convenable de a).
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Parti$ II : Dans cette partie, on suppose que la fonction f est dérivable lui un

voisinage de 0.
l") Montrer que si I'ensemble F est non vide, alors, f vérifie la condition :

f(01 = 3
On $rppose cene condition Éalisée dans toute la suite de cette partie.

2) a) On suppose que :

I t'(o)l < t
Montrer qu'il existe un réel q>0 tel que :

I -r'n I cF
b) Appl.ication:

bl) On supPose que f est définie Par:

V xetR, f(x) = Y
Déterminer les ensembles E et F.

b2) On suPPose que f est définie Par :

V xeiR\{1), f(x) = dS
f(1; = g

Déterminer les ensembles E et F.

3o) On supPose que :

lf '(0) l>t
a) Montrer que la série E û6 convÊrge si et seulement si il existe un

entier naturel p tel que up = 0.
b) On suppose e4 plus que f est injective.

Déærminer Û ensembiel F.

c) Application : on suPpose que f est définie par

V xelR\-l1, f(x) = fr
f(-t) = 0

Déterminer les ensembles E et F.

4o) Dans ce$e question, oo suppose que :
f '(0) = -[

a) On suppose en plus que f est dérivable sur lR et que :' 
V xe IRVO}, f '(x) e l-1,0t
Déterminer les ensembles E et F-

b) APPlications:
; bl) On suPpose que :

VxeR',f(x)=-thx
Déærminer les ensembles E et F.

b2) On suPPose que :

V xelR, f(x) = - sh x
Déterminer les ensembles E et F.
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Partie III : Dans cette partie, on suppose que la fonction f vérifie les conditions
suivantes :

f est dérivable sur [R

' f(O)=0 etf'(0)=t
V xelR\{O), f '(x) e l0,lI

On considère toujours la suite (un)neru et la série E un , et également [a

série entière E zq(x), dont le terme général est défini par :
V ne [N, V xe [R, zn(x) = un xo

On noæ R le rayon de convergence de cene série entière, Z sa fonction
sorlme, et G I'ensemble de définitigt de Z, soit , \U** 

?

V xe G,Z(x)= îuo xn R= ef {t't '\ I b"Jl -"'-fJ
rFO

i'l a) Déterminer l'ensemble E.

b) Déterminer le rayon de convergence R suivant les valeun du réel a.

2") On suppose que a est strictement positif, et que f est de classe Ck
(k>2), et vérifie :

V le {2,...,k-1}, fllx0) = 0, et fûXO) * O

a) Montrer que flk)101< 0, et que I'entierk est impair.
b) Montrer que la suite (vdn6s! définie par :

Vneni,vn=# #
a une limite finie non nulle pour une et une seule valeur fo de Ê, que I'on précisera

en fonction de I'entierk.
c) En utilisant les résultats de la partie I, en déduirc un équivalent

simple de (un)neru quand l'entier n tend vers I'infini.
d) Déterminer I'ensemble G.

"j Montrer que la série entière E zn(x) converge unifomrément sur t{ t/a
segment [-R,0].

3') Application : on suppose que a est strictement positif, et que f est

définie par:
V xe [R, f(x) = th x

a) Déterminer un équivalent simple de (ujneg{ quand I'entier n tend

ven I'infini.
b) Monter que :

Z(x) + +co
x+l-

?r--r--- r:- Z(x)c) Déærminer lim Ë(t-*)

FIN DE UENONCE


