— CORRIGE DM N°5 — CCP OpTion DEUG 1993 PSI* 11-12

CORRIGE DM N°5 (CCP Option DEUG 1993) I

Premieére partie

1. Il s’agit ici de la linéarisation de sin™ a ; la méthode est classique : on utilise la relation (obligeamment rappelée
/ / . . i — —i n A
par 'énoncé!) 2isina = e'® — e~ puis on développe ( el —e ‘a) par la formule du bindéme :

(2isina)" = (eiﬂ - e—ia)” = Zn:(_l)k (Z) qitn—K)ag-ika _ Z( 1)1«( ) ai(n=2k)a
k=0

k=0

On distingue alors deux cas :
e Si n est pair, soit n = 2p, on obtient :

2p
2 .
(—1)P4F (sina)® = § (—1)k( P )eﬂ@—k)ﬂ
k=0 k

S e T

= (-1 (2;) +Z(—1)k (2: )eiz(l’k)“ + ’;)(—1)2"”{' (szf k,)eiz(k'l’)“ (k' =2p — k)

e (3) e e ra(2)-(,2)
= (=1) (2;) +2§( 1) (zlf ) cos(2(p — k)a)

=(-1) (2;) +2g( 1)P—k( - k) cos2ka en changeant k en p — k

On obtient donc finalement :

p
4P (sina)® = (Zp) +22(—1)k( 2P )coszka.
p k=1 p—k

e De la méme facon, si n est impair, soit n=2p+1,ona:

2p+1

(—1)P4P(2i) (sina)**" = Z( 1)’<(2p+1) @i
2p+1 2t} 2p+1
_Z( l)k( p ) i2(p—k)+1a Z( l)k( D ) i(2(p—k)+1)a
= k=p+1
p
Z ( ) i(2(p— k)+1)a+2( 1)2p+1 k’( 2p+1 )ei(Z(k’p)l)a (k'=2p+1—k)

p— P 2p+1-K
p
— Z ( 1(2(p—k)+l)a _ e—i(Z(p—k)+1)a]
k=0
P (2P +
=(2)) (-1 ( ) sin((2(p — k) + 1)a)
k=0 k
P

2p+1
= (2i) Z(—l)"k( P ) sin((2k + 1)a) en changeant k en p — k
k=0 p—k

Finalement :

4P (sina)®*! = Z( 1)’<( kl) sin((2k + Da).
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1—-(-x2p

2. a)Pourg=lonaF,;=———— =) (=X*)¥ dot inmédiatement :

1 SO
H,= | F,,(x)dx= :
p L palx)dx ;2k+1

b) Cette question ne sert a rien pour la suite ! En voici cependant un corrigé rapide :

OnaF Lo (XY 1o Y =—X2, pui T—1-y:f, — =T

na = = en posant Y = —X“, puisen posant T=1-Y : =
PE O (1-(=x2))* (1-Y) P P P pa T4

Il ne reste plus alors qu’a développer (1—T)? al’aide de la formule du bindme pour obtenir une expression

de F, , a l'aide de puissances positives et/ou négatives de T, et ensuite de remplacer T par 1+ X2,

Deuxiéme partie

sinnx

1. La fonction f, : x — est continue sur ]O, %] De plus, au voisinage de 0 on a sinnx ~ nx et

sin x x—0
sinx ~ x, donc lim f,(x) = n.
0 x—0

X —

Ainsi f, se prolonge en une fonction continue sur [0, %] : elle y est donc intégrable.

+
a) On rappelle la formule bien connue : sinp —sing = 2sin (1%) cos (%) . On en déduit, pour tout

pEN*:

2 sin(2p + 1)x —sin(2p — 1)x > 2sinx cos(2px)
Ippr1 —Ipp1 = . dx = - T dx
0 sinx o sinx

s

2 1 2
= 2J cos(2px)dx = — [sin(2px)]3 =0
p
0

La suite (I5541)pen st donc constante d’ot :

T
VPGN, 12P+1211:§'

b) Pour peN* ona:

B sin(2p)x — sin(2p — 2)x 2 2sinx cos((2p — 1)x)
IZp - 12p72 = " dx = N dx
0 sin x 0 sin x

fud

= ZJE cos((2p — )x)dx =
0

2 [sin((2p - 1)x] = ———(—1)!
2p—1 O 2p—1

On additionne ensuite les égalités obtenues :

p p (_1)k71
Lp = Z (ot —Ip2) + 1o = 22 h—1
k=1 k=1

En faisant le changement d’indice k — k + 1, on obtient donc :

VpeEN, I, =2 =2H,.
Lok +1

1 Uy 12
¢) H =] F,{(x)dx= + (=1t dx
P, p.1 o 1+x2 o 1+x2 77

Loy ! 1 Loy
Or:0< sdx < [ xPdx= ,donc lim 5 dx | =0 d’ot Pon tire :
o 1+x 0 2p+1 p=too | fo 1+ x
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li H - 1 dx A l—ﬂ . i I _q‘[
IHHPOO 12 o m— rctan _Z pulspirpoo ZP_E'

2. e Lexistence de J, se montre de la méme maniere que celle de I,,.

+ —
e En utilisant également ici les formules bien connues : sinp + sinq = 2sin (%) cos (1%),

sin(2x) = 2sinx cosx et 2sinacos b = sin(a + b) + sin(a — b), on obtient, pour n = 2 :

sin® x

% sin? nx — sin(n — 2)x 2 (sinnx — sin(n — 2)x) (sinnx + sin(n — 2)x)
J,—Jpa= — udx = dx
o sin? x 0

X

7 sinx cos(n— 1)xsin(n — 1)x cosx z sin(2n — 2)x cos x
= 4 dx 2 d
0 0

sin® x sin x

dx =1y, 1 + 13

_ 2 sin(2n — 1)x + sin(2n — 3)x
N o sinx

d’otli, compte tenu des résultats précédents :

‘Vnzz,Jn—Jn_Z:n.

o Les deux suites (Jy,)pen €t (Jopi1)pen sont donc des suites arithmétiques de raison m. Compte tenu de

T
Jo=0etJ; = 3 on déduit des formules du cours :

T
VpeN, J,,=pm et J2p+1=§+pﬂ

donc finalement on a toujours

T
VneN, J,=n—.
2

Troisieéme partie

sin x

1. e La fonction x — est continue sur ]0,+oo[ et se prolonge par continuité en 0. La convergence de

+o00 .
sinx

l'intégrale K; est donc équivalente a celle de I'intégrale J ——dx, ol a est un réel strictement positif.

x

a
e Une intégration par parties donne alors, pour X > a :

X . X X X
sinx —Cosx cosx cosa cosX cosx
dx = - 7 dx = - - 5~ dx
X X a X a X X
a a a

cosX
— La fonction cos étant bornée, on a lim =0.
X—+00 X

cosx 1 1
- D’autre part, pour tout x € [a,+oo[, >—| < — - Puisque la fonction positive x — — est intégrable
x x x

sur [a,+oo[ (fonction de Riemann de référence), il résulte des théorémes de comparaison du cours qu’il

R ) cosXx
en est de méme de la fonction x —

x2

+00
0S X

x2

Ainsi I'intégrale f dx est absolument convergente, donc convergente. Cela signifie que la limite

a

X cosx .
de >— dx existe quand X — +00.
x
a

sinx
— Il en est donc de méme de la limite de J —— dx quand X — 400, et, finalement :
X

a

T sinx
Lintégrale K; = f —— dx converge.
x
0
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|sin x|

e Pour les mémes raisons que ci-dessus, le probleme de l'intégrabilité de la fonction x — ne se pose
qu’'au voisinage de +00.

Pour tout entier k € N on a, a 'aide du changement de variable x =t + k™ :

(+D™ |sin x| ™ |sin(t + k)| T |(—1)k sint| " sint
dx = ———dt= A dt= —dt
% b's 0 t+km 0 t+km o ttkm

e

1 T
>— | sintde=——
(1<+1)1J0 T G

n
2 1
Dong, en utilisant la relation de Chasles, J dx = E —. La série de terme général % étant
x
0 k=1

nm .
|sin x|

nt .
|sin x| )
divergente (série harmonique) il en résulte lim f dx = 400 et, par suite :
n——+oo
0

(09) .
|sin x|

dx diverge.

+
Lintégrale J
0

2. e Lafonction h est évidemment continue sur [—%, %J \ {0}.

x3

sinx — x - b's
De plus, pour x #0 : h(x) = ——— ~ —26 = ——, donc lim h(x) = 0 = h(0), ce qui prouve que h
Xsinx x—0 X 6 ’;;’8

est aussi continue en 0.

e h est dérivable sur ]O, % [, et, pour x dans cet intervalle :

1  cosx —sin®x+ x%cosx
S —
x2  sin®x x2sin? x

h'(x)=-

donc h(x) est du signe de x2cosx — sin? x, donc du signe de x./cosx — sinx, donc aussi du signe de

sinx

u(x) =x— Jeosx (en utilisant bien siir le fait que sinx et cosx sont ici positifs, et en se limitant a
cos X

x € ]O, % [).

La fonction u est de classe 4! sur [0, % [ et un calcul passionnant que je ne reproduis pas ici donne

—tt 213 -1

reoy
u'(x)= Y

avec t = 4/cosx

et Iétude de la fonction t — —t*+ 2t — 1 montre que celle-ci reste négative lorsque t décrit [0,1].

Finalement, u’(x) < 0 pour x € [0, % [, donc u est décroissante sur cet intervalle, et, puisque u(0) =0,
on en déduit u(x) <0 puis h'(x) <0.

Ainsi h est décroissante sur ]0, % [ Etant continue et impaire, on en déduit

h est décroissante sur [—%, %} .

3. e Puisque m < f(x) <M pour tout x € [a, b] et que g est a valeurs positives, on aura mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x)
pour tout x € [a, b], d’ot en intégrant (puisque a < b) :

b

b b
m f g(x)dx < f F()g(x) dx < Mf g(x) dx

b b
o Considérons alors la fonction affine ¢ : t — J flx)g(x)dx — tJ g(x)dx. L'inégalité précédente se

traduit par ¢(m) = 0 et (M) <0, et il existe do;c a € [m,M] tel quae ¢(a)=0.

f étant continue sur le compact [a, b], ses bornes inférieure et supérieure sont atteintes et le théoréme de
la valeur intermédiaire assure alors 'existence d’un réel ¢ € [a, b] tel que o = f(c) puisque a € [m,M].
Légalité @(a) =0 avec a = f(c) se traduit alors par :

b b
1l existe c € [a, b] tel que f F(x)g(x)dx :f(c)f g(x)dx.
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Rem : ce résultat porte le nom de formule de la moyenne.

e Enfin, si g est a valeurs négatives, le résultat reste vrai : il suffit de remplacer g par —g dans ce qui
précede.
%
4. Notons A, = f h(x)sin(2n + 1)x dx avec n = 1. On écrit d’abord :
0
anit
A,=A +A] avec A = J h(x)sin(2n+1)xdx et A} = h(x)sin(2n + 1)x dx
0

nm
2n+1

e On a alors

A//

n

< f |h(x) sin(2n + 1)x| dx < ||h| o

2n+1

22n+1)

ou ||hll, = sup |h(x)| (qui a un sens puisque h est continue). On en déduit : hrf A’ =0.
n—+0oo
x€ [0,%

e On a ensuite : A —ZJ

2n+1
est du signe de (—1)¥, donc garde un signe constant. Le résultat de la question précédente (appliqué a f =h

et g : x — sin(2n+ 1)x sur l'intervalle [ kr (kH)ﬂ] ) donne :

(k+D)m
2n+1

h(x)sin(2n+1)xdx.Pour k € [0,n—1] et x € [%, %] , sin(2n+1)x

2n+1’ 2n+1
(k) )
3 ke (krDm " heosin@n+ Dxdx =h(e) | sin2n+ 1)xd
c| — ——— te ue sin! = sSin
“=|2n+1 2n+1 aue | mbosIianTm XX =RG) | sianT xax
2n+1 2n+1

soit :
(k+Dm
2n+1

(k+D)m
) cos(2n+ 1)x | 21 (—1)k
. h(x)sm(2n+1)xdx :h(Ck) |: Z—H] e —22n+1

2n+1 2n+1

2 n—1 .
o H;(—l) h(cy).

Finalement, A] =

Or:
o Si n estimpair :
n—1 %
Z(—l)kh(ck) = h(cy) — Z [h(czp,l) — h(czp)] < h(cy) puisque, h étant décroissante, on a
k=0 p=1

n3

Cop—1 < Cgp = h(cyp—1) Z h(cyp) ; de méme, Z( D*h(e) = Z [h(cap) — hlcapi1)] +h(cnm1) = hlcp—1).

>0
On aura donc

h (g) < h(Cn—l) < g(_l)kh((:k) < h(CO) <0 dou :Z::(_l)kh(ck) <|n (g) ‘

o Sin est pair :
11

Z( 1)’<h(ck)—2[h(czp) h(cp41)] = 0 et

=20

nl

Z( 1)*¥h(c) = h(cp) = h(c,—1) — Z[h(czp 1) = h(ezy)] < h(eo) = h(cyr) < h(cn,l)s_h(ﬁ) et

>0
TE

(3)
2

n—1
D (—1*h(e)| <
k=0

on aura donc encore

Cela permet d’en déduire liT Al =0, et finalement :
n—-+oo

lim A, =0.

n—-+00
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Rem : la méthode suggérée par Uénoncé est particuliérement barbare! En effet, il était beaucoup plus facile de
montrer que h est en fait de classe 6! (grace par exemple au théoréme de prolongement de la dérivée) et

2
de faire une intégration par parties dans l'intégrale h(x)sin(2n + 1)x dx. Il s’agit de la méthode classique

0
pour démontrer ce résultat, qui est un cas particulier du lemme de Lebesgue.

5. En reprenant toutes les notations et résultats précédents, on a, pour tout n € N :

J% sin(2n + 1)x dx <A +1
———dx=A,+ D
0

X

donc lim
n—+o00

m
x 27

J% sin(2n + 1)x
ittt |
0

2 sin(2n + 1)x q @n+D3 sin ¢
AT Ay =
X 0

Or le changement de variable t = (2n + 1)x donne J

0
) @r+)% sin ¢ T sint ,
lim —dt= ——dt =K, on en tire :
n—-+o00 0 t 0 t

K_’JT.
1_2'

Quatriéme partie

1. a) Existence de K,
e Pour n =1, on a déja justifié I'existence de K; .

sin” x

e Supposons désormais n = 2. La fonction f, : x — est continue sur ]0,+o0[.

sinx

Puisque lim
x—=0 X
[0,+o0[. Le probléme de son intégrabilité ne se pose donc qu’au voisinage de +oco.

|sin™ x| 1

n

Tdt et, puisque

=1, on aaussi lim f,,(x) =1, donc f, se prolonge en une fonction continue sur
x—0

Puisque < —n et que la fonction x — — est positive et intégrable au voisinage de +o0
x x x

(car n = 2, intégrale de Riemann de référence), les théorémes du cours assurent alors I'absolue

convergence, donc la convergence, de K, .

b) Signe de K,

e Puisque l'intégrale d’'une fonction continue positive et non identiquement nulle est strictement

positive, on a déja K, > 0 lorsque n est pair.

sin" x

e Supposons maintenant n impair. Puisque K, = llm f — dx et que, d’apres la relation de
—+00 X
0
Nm . -1 pk+Dn .
" sin" x B
Chasles, dx = Z dx,on a
x" x"
0 k=0 J kT

(k+1)m +00 +00
sin™ x sm"(t+kﬂ) sin™ t
K,= E J E J —dt = E ( )k — -
i) (tkmyr & (t+km)

k=0 Jkm

(a 'aide du changement de variable x =t + km).

dt

Stant impair, (—1) = (~1)% et on a donc K, = > (-1} ST e
n étant impair, (— = (- et on a donc = —1)*u;, avec u, = ———dt. La
P " k k (t+ km)"
s
suite (u;) est positive et décroissante (facile); de plus, 0 < uy; < = ——, donc
(k) (k)
lim u, =0.
k—400
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Ainsi, la série alternée Z(—l)kun vérifie le critere spécial ; on en déduit qu’elle converge (ce que

k=0
e . . "sin" ¢ .
I'on savait déja) et que sa somme est du signe de son premier terme u, = - dt, qui est
0
strictement positif car il s’agit de I'intégrale d’une fonction continue positive et non identiquement

nulle.
Finalement on a donc bien montré que :

‘VneN*, Kn>0.‘

2. e Soit n € N*. On va prouver, par récurrence finie sur 'entier k € [0,n — 1], la propriété

dx

P K= ok dxk )

(n—k—-10 (T 1 drsin"x L )
cette intégrale étant convergente
x
0

(n—1)
o Cette propriété est évidemment vérifiée pour k = 0, par définition de K, et la question précédente.

o Supposons la démontrée a un rang k < n — 1. Une intégration par parties donne, pour A>¢ >0 :

) A 1 drsin®x 4 1 1 dksin"x A+ 1 A1 d*lsintx q
. xR dxk n—k—1xmk1 qxk ., n—k-1] xnk=1 qyck+1

La fonction x — sin" x étant périodique de période 27, il en est de méme de toutes ses dérivées
: : d*sin"x o . . .
successives. La fonction x — Tk étant périodique et continue sur R est donc bornée (exercice
x

k
] ] o 1 dksin"x
classique!), et puisque n —k —1 >0, on en déduit lim ————=
x—+00 xn—k—l dxk

D’autre part, on a le développement limité sin" x = x™ 4+ o(x") et les théorémes du cours
X—

i L, e . d*sin" x n! K Zky s
sur les développements limités permettent d’écrire . = X"+ o(x™) dou
dx x—0 (n—k)!
1 dsin"x n! 1 dfsin"x

x + o(x), puis lim
x—0 xn

x"k1dxk x—0 (n—k)! xRl dxk

Le terme entre crochet dans (*) a donc une limite nulle quand ¢ — 0 et A — +00, et puisqu’il en
est de méme de l'intégrale du membre gauche d’apres 'hypothése de récurrence, on peut écrire :

n—k  qyk R— dx

=+ . + .
© 1 dksin"x 1 © 1 dlgin"x
o x -1 ank—l dxk+1

d’oti I'on tire la propriété a l'ordre k+ 1.
e La propriété précédente a 'ordre k =n — 1 s’écrit alors :

1 T2 1 dnlsin® x
T (n-1)! o X dx"t

K, dx

e Supposons n pair, soit n=2p avec peN*. Onavuenl.l:

1 2p P 2p
sin?? x = — ( ) +2 (—l)k( ) cos 2kx
4p l D ; p—k
d?~1 cos(2kx)

Or: ——————= = (2k)** cos (2kx + (2p — 1)) = (~1)7(2k)*** sin(2kx), d’ot

dax2r—1
2(-1)p & ' 2p T sin(2kx)
Ky = — 2 3 (= 1)k(2Kk) %1 MR d
0= iap 11 2 (p_k) L

Le changement de variable t = 2kx (%!-difféomorphisme de R, sur R, ) donne

+00 . +o0o .
sin(2kx) sint U . i .
——dx= . dt = > et 'on obtient finalement la magnifique formule :
0 X 0
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_ (=1)m kpop—1( 2P
o = oap - 1)'2( R (p—k)'

e Dans le cas n impair, n=2p+1 avec p€N,onavuenl.l:

sin2**1 x 4pZ( 1)’<( kl) sin((2k +1)x)

k=0

d? sin((2k + 1)x)

Puisque T = (2k + 1)*sin ((2k + Dx + 2p§) = (=1)P(2k + 1)?sin((2k + 1)x), on

X
obtient .

(=1)P p+1 sin(2k + 1)x
Kypy1 = 1 2k +1)% S
2p+1 4p(2p)|Z( Y2k +1) ( k) . o X
) T sin(2k + 1)x I
et puisque I'on a encore ———dx = 20 on trouve :
x
0

(P g . 1\? (2p+1
A TOT ;(_1) (Hi) (p—k)'

K
e Compte tenu des expressions ci-dessus, le fait que | — est un nombre rationnel | est immédiat.
T

T

3. Compte tenu de la stricte concavité de la fonction sin sur [0, EJ ,ona:

T
Vxe}o,g] ,0<sinx <x

m
et puisque 1 < o »onaaussi |sinx| < x pour x > 7.

o . |sinx D sinx\"
Ainsi, pour tout x €R} , |——| <1 dou lim =0
n—-+o0o X
in" x 1 six€]0,1]
D’autre part, pour n > 2 on aura, pour tout x € R’ <(x) avec (x) =14 ; . 1 Cette
= six>
x2
fonction ¢ est évidemment continue et intégrable sur R’ .
o . . . sinx . . .
Ainsi, la suite de fonctions continues | x — [ — converge simplement sur R’ vers la fonction
X nz2

nulle et vérifie '’hypothése de domination ; on peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée pour
intervertir limite et intégrale, d’ot1 'on déduit :

lim K,=0.

n—-+o0o

Cinquiéme partie

1. e Puisque 0 <sinx <1 pour x € [O, 2] on a, pour tout n €N, 0 < sin"*! x <sin”x d'ot 0 < A,,; <A,.

e Pour x € [O, %[ ona 0 <sinx <1 donc lim sin"x = 0. Ainsi, la suite de fonctions (x — sin" x),cy
n—-+o00

converge simplement sur [0, % [ vers la fonction nulle.

Ces fonctions sont continues et majorées en valeur absolue par la fonction constante égale a 1, qui est
continue et intégrable sur [0, 5 J Le théoreme de convergence dominée permet alors d’mtervertlr limite
et intégrale, d’ou

lim A, =0.

n—+o00
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2. e Une intégration par parties donne, pour n = 2 :

2
A, = sinx sin" ! x dx
0 —~
u’(x) v(x)

= 2
= [—cosxsin”flx]o2 +(n— l)f cos? x sin™ 2 x dx
0

o

NIE]

=(n—-1)| (1-sin?x)sin"?xdx=(n—-1)(A,_,—A,)
0

d’ot1 'on tire la relation :

e On a donc, pour n = 2 : nAA,_; = (n—1)A,_;A,_5, ce qui signifie que la suite (nA,A,_1)pen+ €St

I
constante. On aura donc, puisque Ay = e et A;=1:

Vn S N* N nAnAn,1 == A1A0 =

3. La suite (A,) étant décroissante, on a, pour n = 2 : A, < A,_; < A,_,. Puisque A, > 0 (intégrale d'une
fonction continue positive et non identiquement nulle), on en déduit

An—l An—2 _ n

Vn=2,1< < =
A, A, n-1
d’oti, d’apres le théoréme d’encadrement :
A,
lim ——2 =1.
n—-+00 An
4. En utilisant le résultat des deux questions précédentes on a
2 _ .M A, T
lim nA? llm (nA A 1)— = lim — =—
n—+00 n 1 n—+oo 2 Anfl 2
[
A, étant positif, on en déduit lim +/nA, =4/ — ou encore
n—+00 2
I
A, ~ 4 —.
n—+oo \ 21
5. On connait le développement en série entiere :
x2n+1
Vx €R, sinx = 1"
S o
x2n+1
11 est facile de vérifier que, pour x € [0,1], la suite (m) est décroissante et tend vers 0 quand
n !

n — +o00. La série ci-dessus vérifie donc le critere spécial sur les séries alternées.

On peut en déduire que sa somme est comprise entre deux sommes partielles consécutives, et en particulier

les deux premiéres, ce qui donne
3
X .
Vxe[0,1], x—gssmxsx

et I'inégalité précédente implique évidemment celle de 'énoncé.

Rem : il était bien stir possible d’étudier la fonction x — sinx —x(1—x?2) pour démontrer l'inégalité (trés grossiére)
proposée.
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1.
sin? x

dx.
x2p

+0o . _2p
sin®? x L. S
6. o K, = R dx donc évidemment Ky, >
0 0

1
e En utilisant I'inégalité obtenue a la question précédente, on en déduit K,, = f (1—x?)%dx.
0

En faisant le changement de variable x =cost (avec 0 <t < %) dans cette derniére intégrale on obtient

alors directement
Kop 2 Aspi1-

2N N
e Les K, étant positifs, on aura, pour tout entier N € N*, ZK” = Zsz.
n=1 p=1
Or K,y > A A T 1 lasérie d inéral —— étant di (série d
r Ky, =2 Aypy1 avec Ay ~ 4/ ——=. La série de terme général — étant divergente (série de
P iV 8 P /P

N
Riemann), il en est donc de méme de la série de terme général K,,. On aura donc lim E Ky, = 400
N—+o00
p=1

2N
(puisqu’il s’agit d’une série a termes positifs), d’ot Nlim ZK" = +00 et par suite :
—+00
n=1

La série de terme général K, diverge.
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