CORRIGE DS N°7

CORRIGE DU DS°7 I

| Probléme 1 E3A PSI 2002 |

Préliminaire.
La série de Riemann définissant {(x) converge si et seulement si x > 1, donc

‘ Lensemble de définition de la fonction { est ]1,+o0[. ‘

Partie 1.

Question 1.

1.1. Par concavité de la fonction In,ona Vt >0, Int <t—1,dol,avec t =1+ — :
n

‘ VnEN,Vx>O,un(x)20.‘

1.2. Du développement limité de t — In(1+ t) en 0, on déduit, pour x > 0 fixé :

e xy  ox 1 rx\? 1 Jot x2
2(147) 23 (7) rolm) dor we x5
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il en résulte, par comparaison a une série de Riemann, que la série numérique > u,(x) converge, cela pour tout

x > 0, autrement dit :

La série de fonctions de terme général u, converge simplement sur ]0,+oo[. ‘

Question 2.
2.1. Les fonctions u, sont de classe 4! sur [a, b], avec

1 1

Vxe[a,b],u;(x)zz— Ty d’ot u;(x)|=m < =

X

puis [Jun,, < -3

b
Or, la série numérique E —; converge. Ainsi, la série de fonctions Zu;I converge normalement, donc uniformé-
n

ment, sur [a,b] ; on a déja vu que > u, converge simplement sur [a, b], donc on peut appliquer le théoréme de

dérivation terme a terme d’une série de fonctions :

00

S est dérivable sur [a, b] (et S’ = Zu; ).

n=1

2.2. Le résultat précédent est établi pour tout couple (a, b) tel que 0 < a < b ; par conséquent :

+00
S est dérivabl 10, +oo[ et: Vx >0 ds()zl !
es erivable sur et: —_— = - — .
v e BT ~i\n n+x

Question 3.
Par définition des u,,ona:

p p

Zun(l)zz —i(ln(n—i—l)—lnn) =2% —In(p+1)

n=1 n=1 n=1

Sl

d’ou, puisque y = S(1),

P 1 p P 1
Z; ~Inp—y= > u,(1)+In(p+1)—Inp—S(1) = > u,(1) = S(1) +In (1+;),
n=1 n=1 n=1
[0 9]
qui tend vers 0 lorsque p tend vers l'infini, puisque S(1) = Zun(l). Autrement dit :
n=1

p

1
E - = Inp+vy+o(1).
i n pooo

Question 4.
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4.1. Pour peN* et x >0 ona:

x+1 x+1

x x
Vne[1,p]l, u,(x+1)—u,(x) = —ln(1+—)——+ln(1+—)
n n n

n

1
= ——In(n+x+1)+In(n+x)
n

En sommant, il reste apres télescopage :

p p
Z (un(x +1)— un(x)) = Z % +In(1+4+x)—In(p+ 1+ x).

n=1 n=1

4.2. Soit x > 0 fixé; on a pour p € N*, d’apres les résultats précédents :

s}

M=

(1) = D T, (x) = Inp+y+0(1)+In(1+x)—In(p+1+x)
n=1 n=1 p—oo

1+x
= y+In(1+x)—In (1+T) +0(1),
p—o

d’o, en faisant tendre p vers l'infini : S(x + 1) — S(x) =y +1n(1 + x), soit :

‘ Vx>0, S(x+1)=S(x)+v+In(1+x). ‘

Question 5.

5.1. Soit x > 0 ; d’apres le résultat précédent,

ex+1) = x-1|-1 exp (—Y(x+1)+S(x+1))

= xil exp (—v(x +1)+S(x) + v +1n(x + 1))

= Jlr 7 SXP (—Yx + S(x)) exp (ln(x + 1))

= exp (—Yx + S(x)) ,

soit :

‘ Vx>0, o(x+1)=x0(x). ‘

PSI* 10-11

5.2. Nous avons vu que S était dérivable sur ]0,4+oo[, donc, exp étant dérivable sur R, en vertu des théoremes

classiques :
‘ ¢ est dérivable sur ]0,+oo[. ‘
On calcule :
Vx>0, ¢'(x)= 1 exp (—Yx + S(x)) + 1 (—Y + S'(x)) exp (—Yx + S(x))
5 2 X 5
soit

Vx>0, ¢'(x)= (—% —Y+S’(x)) -(x).

Comme S(1) =1y, ¢(1)=1; de plus, d’apres 2.2.,

P 1 1
(1) = lim Z(—— ) = lim (1——) =1,
pooo \A=\n n+1 p— p+1

d’oti finalement :

Question 6.
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Soient n = 1 et x > 0. Par définition de y, ona:

Inp,(x) = xlnn—l—Zlnk—lnx—Zln(x—i—k)
k=1 k=1
xlnn—znlln(1+£)—lnx
k
k=1
= xlnn—l—Zun(x)—Zf—lnx
k=1 =1 "

Zn:un(x) —-Xx (Zn:% — lnn) —Inx

k=1 k=1

D’ou, par définition de S et grace au 3.,

Vx>0, In (Lpn(x)) tend vers S(x) — xy —Inx quand n tend vers +oco.

Question 7.

7.1. Soient p € N" et x >0; m, est dans R’ et

P
Inm, :Z

n=1 n

p

In (1 + %) - iun(x);;o S(x).

SR

p
=1

D’oly, par continuité de la fonction exp :

La suite (,),5; converge vers L(x) = exp (S(x)).

7.2. Alors, par définition méme de ¢ :

L(x)
Vx>0, ¢(x)= Texp(—xy).

Partie 2.

Question 1.

1.1. Pour x réel, la fonction f, : t — t*"le~! est continue sur ]0,+oo[, & valeurs strictement positives et

fx(t) ~

t—0 t1-x

1
2 — = —_
et t fx(t)HﬂoO donc f,(t) =0 (tz)'

Par conséquent, par comparaison aux intégrales de Riemann, f, estintégrable sur ]0,1] si et seulementsi 1—x <1
(c’est-a-dire x > 0) et f, est intégrable sur [1,+oo[ pour tout x. Par conséquent :

‘ Lensemble de définition de la fonction I" est ]0,+oo[. ‘

+00 x
1.2. F(l):J e fdt = lim J etdt= lim [—e'];5p= lim (1—e™*)=1.
0

xX—+00 xX—+00 - xX—+00

1.3. Soient x >0 et a, b tels que 0 < a < b ; on intégre par parties sur le segment [a, b] :

b b
xf 7 letde = [te ]2 +J tYe”"dt.
a a
Comme x >0, quand a > 0 et b —» 400 : xI'(x) =T(x + 1), soit :
‘ Vx>0, T(x+1)=xT(x). ‘

Question 2.

2.1. Par convexité de la fonction exp,ona: Vx € R, expx = 1+ x ;d ou, avec x = —t :

‘ Vt>0,exp(—t)=1-t. ‘

Soient alors t 20 etn>1;sit>n, g,(t)=0 eton abien 0 < g,(t) <exp(—t);si 0<t<n,on applique le
résultat ci-dessus a t/n :

t t t\"
0<1-—-—<exp (——) dou 0< (1——) < exp(—t).
n n n

Ainsi :

Ve>0,Vn>1,0<g,(t) <exp(—t). \
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2.2. Soit x > 0 fixé; f, : t — t* g, (t) est nulle sur [n,~+oo[, continue sur ]0,n], avec f,(t) ~
t—!

———, donc, par
0 tlix 5 e p

comparaison a une intégrale de Riemann (1 — x < 1), f, est intégrable sur ]0,+oo[, avec :

men(t)dt = Ln (1 - %)n t*"1dt.

On applique alors le théoréme de convergence dominée 2 la suite de fonction (f, ), sur I'intervalle ]0,+oo[ : les f,
sont continues par morceaux sur ]0,4+oo[, la suite (f,) converge simplement sur ]0,+oo[ vers
fit— t* Lexp(—t); en effet, pour t >0 fixé, jai t < n pour n assez grand (précisément pour n >t !) et

t n
Va>t, f(t)= (1 - —) t*7! — exp(—t)t¥!
n n—o00

t\" t t
(1——) :exp(nln(l——)) et nln(l——) ~ —t
n n n_J n—oo

f est continue sur ]0,+o0[, il ne reste qu'a vérifier 'hypothése de domination. Or, d’aprés la question précédente,
on a

car

Ve>0,Vn>1, |f,(0] < f(b),

qui ne dépend pas de n et enfin, d’aprés le 1.1., f est intégrable sur ]0,+oo[ ; le théoréme de convergence dominée
me permet alors de conclure que

f fa(O)dt ;;J f(t)dt,
0 0

autrement dit :

n t n
Vx>0, lim f (1——) t*tdt =T(x).
n

n—+00
- 0

Question 3.

1

tl*X

3.1. Pour tout réel x, la fonction t — (1 — t)"t*~! est continue sur ]0,1], & valeurs positives, équivalente & t —

au voisinage de 0, donc intégrable sur ]0, 1] si et seulement si x >0 :

‘ Lensemble de définition de la fonction I,, est ]0,+oo[ . ‘

3.2. Soient x > 0. On effectue le changement de variable u = t/n qui est une %' -difféomorphisme de [0,n] sur [0,1] :

! ) " e\ e 1 1 (" " L,
1-w)v du= (1——) — - —dt=— (1——) Xt dt.
0 0 n n n n 0 n

Donc :
n t n
Vx>0,Vn=>1, J (1 — —) t*71dt = n*L,(x).
n
0
3.3. Pour x > 0 et n > 2, on intégre par parties sur [g,1], ou ¢ est un réel de ]0,1] :

J (1-—6)'t* tdt = |:(1—t)” x J (1— )" e¥de

Pour ¢ tendant vers 0, comme x > 0, on obtient

() = S (x+1).

Par une récurrence immédiate, il vient, compte tenu du fait que la relation ci-dessus reste correcte pour n =1 (en
étendant la définition de I, a I;)) :
n! n!

I”(x):x(x+1)...(x+n—1)10(x+n):X(X+1)---(X+n)

et donc, d’apres 3.2. :

n(l—f)nt’”dtz ! =, (x)
0 n x(x+1)...(x+n) M

Dans la partie 1., on a déterminé la limite de (lnapn(x)), qui donne, par continuité de la fonction exp,
@p(x) — @(x) ; finalement, grice au 2.2., par unicité de la limite :
n—oo

‘ Vx>0, I'(x)=¢(x). ‘
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Partie 3.

Question 1.

La fonction h : t — exp(—t)In®t est continue sur ]0,4o0o[, & valeurs positives et, d’aprés les croissances comparées

des fonctions usuelles, on a
1 1
h(t) tfmo (ﬁ) et h(t)Hzﬂx)o (ﬁ)’

donc, par comparaison aux intégrales de Riemann, h est intégrable sur ]0,1] et sur [1,4+oo[ :

+00
f exp(—t)Int dt existe.
0

Question 2.

1
2.1. Soit u>1 fixé. Pour neN et t € {u,—] ,|Int|<lnuetet<1,dou
u

< x"(Inu) :

sup
n!

3]

(xInu)"
n!

Vn

or la série numérique (x et u étant fixés) Z converge (série exponentielle, de somme exp(xInu)). Par

conséquent :

1
La série de fonctions de terme général v, converge normalement sur [—,u .
u

1
2.2. A fortiori, la série de fonctions ».v, converge uniformément sur {u, — |, d’oti, grace au théoreme d’intégration
u

terme a terme sur un segment :

Vu>1, io:Tn(u) = J“ (f:vn(t)) dt.
n=0 0

n=0

Question 3.

3.1. Pour tout n de N, I'existence de a, et b, se justifie comme celle de I'intégrale du 1., et
Py +o00
a,+b,= —J exp(—t)|Int|"dt
n! J,

d’oty, par linéarité de I'intégrale, pour p € N,

+00o p
0

P n
Z(an—l—bn) SJ exp(—t)ZMdt.
n=0

|
—o n!

. y o o oo Gellne])"
Or, pour tout t > 0, x étant fixé, la série numérique de terme général ———— est convergente, de somme
n

exp(x|Int|) ; comme elle est a termes positifs, ses sommes partielles sont majorées par sa somme, d’ot1

P Int|)"
Vt>0 exp(—t)zw$exp(—t)exp(x|lnt|):exp(—t+x|lnt|).

n=0

exp(—t) 1

Pour t €]0,1], exp(—t + x|Int|) =exp(—t —xInt) = —
t* t—0* t¥

1
pour t = 1, exp(—t+ x|Int|) =exp(—t+ xInt) = txexp(—t)t =0 (ﬁ)
—>T00

On en déduit, par comparaison aux intégrales de Riemann, que la fonction t — exp(—t + x|Int|) est intégrable sur
10, 4+o00[, d’ou finalement, par croissance de l'intégrale :

+00
0

P
Vp=0, Z(an +b,) < f exp(—t + x|Int|)dt
n=0
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3.2. Pourtoutu>1,

<a,+b,,dou sup }T | < a,+ b,. Or on vient de voir que la suite des sommes partielles
11,4-00[
de la série numérique de terme général a, + b, est majorée. Comme cette série est a termes positifs, il en résulte

qu’elle converge et, par conséquent :

‘ La série de fonctions de terme général T, converge normalement sur ]1,+o00[. ‘

Question 4.
+00 Xy n
A N (1n o
4.1. Par définition, I'(1+ x) = t* exp(—t)dt, ou, pour tout t >0 : t* =exp(xInt)= Z . Ainsi :
0
+00 (400 ..n
x
Vx€10,1[ , l"(l—i—x):J D = exp(—t)(Int)" | dt
0 n=0 n!

o0
4.2. Autrement dit, d’apres 2.2., I'(1+x) = liT ZTn(u). Or, on vient de voir que la série de fonctions YT, converge
u—-+00
n=0

uniformément sur ]1,+oo[ ; comme par ailleurs, pour tout n, T,(u) — f v,(t)dt (car v, est intégrable sur
u—-+0o0
0

+o00

10,+00[), le théoreme de la double limite s’applique : la série numérique de terme général J v,(t)dt converge

0
et

0 00
Jim, 2 T (0=, im T, ()

Autrement dit :

00 X +00
Vxe€]0,1[ , F(1+X)ZZF (f exp(—t)(lnt)”dt).
: 0

n=0

Question 5.

5.1. D’apres les questions 2.2. et 5.2. de la partie 1, on a :

1 (1 1
9'(x) = (—;—HZ (;— n+x)) 9(0),
n=1

soit, puisque ¢ =TI d’apres la derniére question de la partie 2 :

dr
a(x):_ _l—’_"zoo: l_ 1
I'(x) L “\n nt+x)’

Par ailleurs, pour tout n > 1, puisque x € ]0,1[,ona

x
— —) < 1 et la formule pour la somme de la série géométrique
n

x
de raison —— donne :
n

d’ou

1 1 1 1 xk
- _ __. 1k 1k+1
n n+x n n Zk 0( ) Z( ) nk+1’

soit, d’apres le résultat précédent :

_( ) +00 +OO( 1)k+1 .
F(x) = Y——+Z(Z x).
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5.2. L'énoncé autorise a admettre que

I'(x) 1 & (& (D! 1 e S|
VXE]O,I[ , m =Y ; +; (wak) = —; —Y+;(—1)k+lxk (Z W) 5

(Rem : cela découle d’un théoréme qui au programme MP mais pas PSI...)
soit, en réindexant et en changeant le nom de la variable :

I'(t) 1

Veelo il gy =7 + ) (DRI k).
k=2

Soit € €]0,1[ ; en intégrant sur le segment [g, x], on obtient, sachant que I" est a valeurs strictement positives :
00 xk
[InI(t)];2y =—Inx+Ine —yx + Z(—l)k—C(k).
- k=2 k

Lintégration terme a terme de la série est justifiée, du fait qu’il s’agit de la fonction somme d’une série entiére de

MLOIIE
k

rayon de convergence au moins égal a 1 — car |(—1 —— pour tout k > 2 — et que l'on integre sur un

-2
segment inclus dans l'intervalle ouvert de convergence de cette série entiére, ou elle converge normalement donc
uniformément. On a donc :

0 k
In (xT(x)) = —yx + Z(—nk%c(k) +1In (er(e)),
k=2

cela pour tout ¢ de ]0,1[ ; or eI'(e) =T(1 + ¢) 2 I'(1) =1, puisque T' = @ est continue en 1 (on a vu dans la
£—

partie 1 quelle était dérivable sur ]O,+oo[). A la limite, lorsque ¢ tend vers 0, j’obtiens donc
00 xk
INT(1+x) = —yx + » (-1 —(k),
k=2 k

soit, en appliquant la fonction exp :

+00 k
Vx €10,1[ , T(1+x) = exp (—Yx +Z(—1)k%C(k)) .
k=2

5.3. Un résultat du cours sur les séries entieres permet d’écrire

00 k 2
S = oy
k=2
d’ott )
r'(l1+x) S, X (—Yx + g)ﬂ + o(xz)) = 1—yx+ %C(Z)XZ +o0(x?)

Par ailleurs, on a vu au 4.2. que

S \ " (Ino)"
Vxe€]0,1[ , T(1+x)= E A x" ou VYneN, A, = exp(—t) . dt.
n=0 0 :

Ainsi, la série entiére > A,x" a un rayon de convergence au moins égal a 1, sa fonction somme admet en O le
développement limité Aq + A;x + Ayx% + 0(x?). D’otl, par unicité de ce développement limité :

2472
7\021,%1:_“{,7\2:%@-

2
m
En particulier, sachant que {(2) = 3 :

+00 2

2 2, "
J exp(—t)In“tdt =y + —.
0 6
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Probléme 2 : CENTRALE MP 2009) |

Partie I : Questions préliminaires

I.1) T(1) =T(2) = 1. Comme T est continue sur [1,2] et dérivable sur ]1,2[, d’aprés le théoréme de Rolle, il existe
c €]1,2[ tel que I''(c) =0.
+o0

1.2) Pour x > 0, I'(x) = f (Int)?e~tt*~1 dt est lintégrale d’'une fonction continue, positive, non identiquement
0
nulle, donc I'”’(x) > 0. Donc I est strictement croissante sur ]0,+oo[. On en déduit que T” est strictement positive

sur Jc,4oo[ et T strictement croissante sur cet intervalle ; a fortiori sur [2,+oo[ .

1.3) Comme (I'(n)),>; tend vers +co et que I" est croissante au voisinage de +oo, I' tend vers +00 en +0co. On peut
donc limiter 'étude a vy > 1.

Pour x > 2, on notera n, sa partie entiere.

Y - Ynx+1 5 Y

r(x) S T(n) | (n,—1)!

Ynfl
( ' ) converge vers 0,
(n—-1)

X n,—1

On a alors : 0 <

. Comme n, tend vers 400 quand x tend vers +oo et que la suite

m —_ 0, ie yv* =o(I'(x)) au voisinage de +oo.

Partie II : Comportement asymptotique de la somme d’une série entieére au
voisinage de la borne supérieure de son intervalle de convergence

ILA -

I1.A.1) On suppose que ¢ n’est pas positive sur [ty,+0o[. Il existe alors t; = t, tel que ¢(t;) < 0 ; par décroissance
de ¢, sur [t1,+00[, ¢(t) < p(t;) <O0. Or la fonction constante ¢(t;) n'est pas intégrable sur 'intervalle non
borné [t;,+oo[ ; donc ¢ n’est pas intégrable sur cet intervalle : contradiction.

Donc ¢ est positive sur [t,,4+00[.

Autre solution possible : ¢ étant décroissante sur [tq,+oo[, elle admet une limite en +o0o0 ; comme ¢ est
intégrable, cette limite est nulle ; par décroissance, ¢ est positive sur [tq,+0o[.

IILA2 -

t
ILA.2.a) Pour n > — + 1, lintervalle [(n — 1)h,nh] est inclus dans [tq,+oo[ donc ¢ est décroissante sur cet
intervalle et, Vt € [(n — 1)h, nh], d(t) = ¢(nh).

nh nh
Donc J ¢(t) dt = J ¢(nh) dt = hd(nh) = 0.
(n—1)h (n=1)h
nh

+00
II.A.2.b) Comme ¢ estintégrable sur [0, +oo[, la série Z ¢(t) dt converge (et a pour somme f o(t)de);
(n—1Dh 0
on déduit de I1.A.2.a et du théoréme de comparaison pour les séries a termes positifs a partir d’'un certain

rang, la convergence de la série th)(nh).

I1.A.3) Soit € > 0 donné. La fonction ¢ étant intégrable sur R, et de limite nulle en 400, il existe un réel A tel que
+00

A>ty+1 etf o(t)dt<eet p(A—-1)<e.
A-1

A
Soit h €]0,1[ et n, la partie entiére de 7

nh
t
e Pourn=zny+1l,onanz 241 donc, d’apres I1.A.2.a, il vient 0 < h¢(nh) < J ¢(t) dt, puis en
(

h n—1)h
sommant

+00 +o00
o< Y. h(b(nh)sf d(H)dt <e
n=ngy+1 noh

puisque ngh > A—1.
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e D’autre part, les points 0,h,...,npoh,A forment une subdivision de lintervalle [0,A] de pas h, donc
ng—1
Z h¢(nh) + (A — ngh)d(nyh) est une somme de Riemann associée & ¢ qui est continue sur [0,A]. Il
n=0
existe donc a > 0 tel que, pour tout h < a, on ait

A ny—1
J ¢(t)dt — > hop(nh) — (A = noh)o(neh)| <e
0 n=0
d’ou
A ng
J ¢(t)de — > hep(nh)| < 3¢
0 n=0
puisque h <1 et ¢p(ngh) < dp(A—-1)<e.
Finalement
+00
J d(t)dt —th)(nh) (t)dt — th)(nh) (dt— > ho(nh)
n=n,+1
+o0o
<38+J o(t)dt+ > ho(nh) <5e
A n=ny+1

+00
pour 0 < h < a, ce qui prouve bien h—H)I}LOhnZ(; ¢(nh) = L o(t)dt.

II.B -

II.B.1) Puisque a = 1, g, est continue sur [0,+o0[ et mtegrable sur [0,4oo[ (d’intégrale I'(a)). Elle est dérivable
sur ]0,+oo[ et g/ (t) =e™"t%" 2(—t+a—1).Donc g, est négative sur [a—1,+oo[ et g, est décroissante sur
cet intervalle. Les hypothéses du (I1I.A) sont donc satisfaites par g,, a = 1.

Pour x €]0,1[, h=—Inx > 0 et thq(nh) =(- lnx)Zga( nlnx)) ; comme h tend vers 0T quand x

n=0 n=|
tend vers 17, d’apres ILA, (— lnx)Zga( nln x)) o f =TI(a).
n=0

I1.B.2) -
I1.B.2.a) On étudie la convergence absolue de la série Z
|(fl+ 1)(x 1 n+1}

)na lxn|

tout n =1, si |x| < 1, la série Z |n°‘_1x”

(xln

pour x #0 :

a—1
(1 + - ) x| — |x| ; d’aprés la régle de d’Alembert, comme }n“ 1x™| > 0 pour
n—-+0oo

converge, si |x| > 1, elle diverge.

Donc le rayon de convergence de la série entiére E n® 1x" vaut 1.

I1.B.2.b) Pour x €]0,1[, g,(—nlnx)=(—Inx)*1n* 1x" = (—Inx)*"1S, (x).
Puisque a =1 :

I'a
—Inx g,(—nlnx) = (—Inx)*S,(x) — I'(a) # 0; donc S,(x) ~ L au voisinage de 17.
x—1,x<1 (=Inx)*
. I'(a) . _
Comme Inx ~ x — 1 au voisinage de 1 : S,(x) ~ ﬁ au voisinage de 1
—Xx

Partie III : La premiere fonction eulérienne

LA -
III.A.1) La fonction t — t*"1(1 — t)P~1 est continue sur ]0,1[.
Equivalente en 07 & t*7! elle est intégrable sur ]0,1/2] si et seulementsi a—1>—1,ie a > 0.
Equivalente en 1~ & (1 —t)P~!, elle est intégrable sur [1/2,1[ si et seulementsi p—1>—1,ie p>0.

Elle est donc intégrable sur ]0, 1[ si et seulement si a et 3 sont strictement positifs.
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1L.A.2) -

III.A.2.i) Légalité s’obtient facilement avec le changement de variable affine t — u = 1 — t, qui est un €'-
difféomorphisme de ]0, 1[ sur lui-méme.

t u
MLA2I) u = — <t = U >t = est un €!-difféomorphisme de ]0,1[ sur ]O,+oo[ ;
d 1- i u+1 , 0tl —1|— u 1
¢ a
I ;tafl 1_t[571:( ) 1_ta+[372: a—1 .
du  (1+uw)? ( ) 1-t ( ) " (1 +u)*th-2
+00 1 1 +00 ua,1
Donc B(a,B) = T du= — du.
(. F) L (1+w)*P=2 (14 u)? L (14 u)*+h

II.A.2.iii) Soit 0 < a < b < 1 ; en intégrant par parties :

b _ _ B b b
J t%(1—6)f 1t de = [t“%} +%J t* (1 —¢)P de.

a
. L —(1—0)f
Comme o et (3 sont strictement positifs, t* ————

b
donc | t* —a-oy 0
[3 a a—0,—1

De plus, t* 11—t =t* 11— t)P 1A —t) =t 11— )P T — (1 — t)P 1

tend vers O quand t tend vers Oou 1;

b
donc f t* 1 —t)f de — B(a,B) —B(a+1,B).
a a—0,b—

On en déduit : Bo+1,p) = %(B(a, B)— B(a+1,B)) ; puis : B(a + 1,p) = ——B(a, B).

a+f
IIL.B -
III.B.1) On suppose que Va,p > 2, B(a B):M
B A Y CE O
Soit a,f >0;
Ba,p) = I Pay1p= i Pit Py g SR P
a a+1 a a+1
_atfa+l+Ba+p+2 _atfa+l+fa+pf+2a+p+3
R B BB+ Lat+2)=————"7 5 51 B(B+2,a+2).
Comme o + 2 et 342 sont strictement supérieurs a 2 :
BB+ 2 +2)_F(a+2)r(ﬁ+2)_ (a+ Dal(a)(B+ 1Br(P)
Pr2o+2)= Tla+B+4)  (a+B+3)a+p+2)(a+p+1)(a+p)I(a+p)’
Apres substitution et simplification : B(a,f3) = w
' ’ r(a+p) "

11.B.2) -

II1.B.2.a) Comme a —1 et 3 — 1 sont strictement plus grands que 1, {, g est de classe % sur le segment [0,1],
donc sa dérivée est bornée. Donc 1, g est lipschitzienne (d’apres 'inégalité des accroissements finis).

n—1 p(k+1)/n k
II1.B.2.b) Soit n € N*; B(a,B) —u,(a,p) = Zf (’*Pa,[s(f) — 11)&’[3(;)) dt.
k=0 Jk/n
{k k+1 ]
Comme, sur | —,—— |,
n n

k
'chx,[j(t) - wa,ﬁ(;)

(k+1)/n k
J (wa,ﬁ(t)—wa,ﬁm) dat
k n

<Aup

k
t——‘:Aaﬁ(t——),ona:
n ’ n

(k+1)/n 1
< Aa’[g,(f——) dt:Aa,ﬁ'_z'
L n 2n

/n /n
n—1 (k+1)/n
k A A
On en déduit : |B(a, B)— un(a,[:})} < Z f (wa,ﬁ(t) _ wa,ﬁ(_)) atl <n. za,f _ Za,ﬁ ‘
k=0 |Jk/n n n n
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I11.B.2.c) Pour x € [0,1[, les séries Zn“_lx” et Znﬁ’_lx” convergent absolument (séries entieres de rayon de

convergence 1), donc la série produit converge absolument et sa somme est le produit des sommes, soit
Sa(x)Sg(x).
Le terme d’ordre n de la série produit vaut :

n n k a—1 k p-1
Sk (n— kPt = etz Y (H) (1 - E) x" =ty (o, B)x"

k=0 k=0
+00
On en déduit que : S, (x)Sg(x) = Z n*P 1y (o, B)x".
n=0
+00
Par différence : S, (x)Sg(x) — B(a,B)Sy4p(x) = Z n®*=1 (y,(a,B) — B(a,B)) x".
n=0
Avec la majoration du 2.b, on obtient :
+00 A(x 6 +00 Aa 6
|Sa(x)S5(x) = B(et, B)Sp(x)] < D P~ u, (o, B) — B(at, B)] x" < - D et = 5 Sarp-1(X)-
n=0 n=0

En multipliant par (1 — x)**? :

A,
(1= %84 ()1 = )8 (x) = Bt B).(1 = )5 ()] € (1 = x).(1 = x)* P18 1 ()

Comme a, 3, a+f et a+ 3 —1 sont tous supérieurs a 1, on peut utiliser la question II.B.2 :

(1= x)*84(x)-(1 = X)P$y(x) = B(a, B).(1 = x)**P8 . () ——— T(I(B) — B, BT (ot + )

A
et —2(1 =1 =) 180 04 () ———0;

x—1,x<1

donc )F(a)l‘([ﬁ) —B(a,B)T(a+ [3)| <0,ie I'(a)T'(B) — B(a,B)(a,B) =0.

II.C -
III.C.1) Pour a €]0,1[, 1 —a €]0,1[, donc B(a,1 — a) existe bien.
1
Bla,1—a)= J f(a,t) dt avec f : (a,t) — t*(1—t)"*.

0
e Pour tout a €]0,1[, t — f(a,t) est continue (par morceaux) sur ]0,1[.
e Pour tout t €]0,1[, a— f(a,t) est continue sur ]0,1[.
e Domination de f sur le segment [a,b] c]0,1[ : Vt €]0,1[, Va € [a,b],0 < f(a,t) <t '(1—t)7P et
t -t (1—¢t)7b est indépendante de a et intégrable sur ]0,1[ (comme au III.A.1).
D’apres le théoréeme de continuité d’une intégrale a parameétres, o — B(a,1 — ) est continue sur ]0,1[.

Rem : plus simplement, on pouvait remarquer, a I'aide de III.B, que 'on a B(a,1 — a) =T'(a)I'(1 —a), donc la
continuité résulte de clle de la fonction I".

III.C.2) -
) . 2p+1
II1.C.2.a) D’abord, on a bien, compte tenu des hypothéses, €]0,1].
. - 2p+1 2p+1 +oo tCp=)+1)/29)
D’apres le II1.A.2.ii, B ,1— = —— dt
2q 2q 0 1+t

Le changement de variable u — t = u??, difféomorphisme de ]0,+oo[ sur lui-méme, permet d’obtenir :

2p+1 _ 2p+1 o0 2 ey
B ,1— = ———2qu¥T !t du=2
( 2q 2q ) L 1+ 1 1 o 1+u*

II1.C.2.b) Les 2, pour k compris entre O et ¢ — 1 et leurs opposés sont les 2q zéros de X?¢ + 1 (et ils sont simples).

Comme A = X% a un degré strictement inférieur & B = X?I + 1, la partie entiere de la frac-
X% X2
tion rationnelle ——— est nulle. Le développement en éléments simples de ——— s’écrit donc :
1+X% 1+X2
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A(z)
B’(z;)

X?P < a by . o
o = Z + ,oules a; etles by sont des nombres complexes définis par : a; =
1+ X1 =0 X_Zk X+Zk

A(—2)

et b= ——=.
k B'(—2)

’_ 291 2q _ . / _2q / 29 Vs ,
Or B’ =2gX*1"" et 3, = —1; donc B'(z;) = —— et B'(—z,) = — ; d’ot la formule de I'énoncé.
Z 2

III1.C.2.c) e On peut vérifier ce qui est demandé par simple dérivation ...

I11.C.3) Pour tout a de la forme a =

Mais on le trouve aussi en écrivant ¢ = a +ib avec a,b réelset b #0 :

1 t—a+ib t—a +i b
t—c (t—a)P+b2 (t—a)®+b? 1(t—a)2+b2

et en utilisant les primitives usuelles...

e Pour tout k compris entre 0 et ¢ — 1, la fonction :

1 9 9 . t — Rezy
W t— —In ((t — Rez )"+ (Imz) ) +iarctan | ———
2 m 2z

1 t+ Rez
- (5 In ((t + Rez.)? + (—ﬂmzk)z) +iarctan (Tmzkk))

1. (t—Rez)*+(Imz)? | t — Re zy t + Re zy
=—In +1i|( arctan | ————— | +arctan | ————
2 (t + %ezk)z + (J‘mzk)z szk ﬂmzk

1

t—Zk_t+Zk‘
+1

est une primitive de t —

Comme $mgz, =sinm >0, w(t) p— mi ; et w (0)=0.
t—-+00

t2p

-1
1 q
La fonction w = —— Zzip i w; est une primitive de t — 5 -
paar 1+t

1 & 2p+1 n &5 2p+1

De plus, w(0) =0 et w(t) —— —— > 2P pi=—i— ) 7%,
totoo 2 k 2 k

9 =0 9 =0

+o00 t2p p q—-1
dt =limw — w(0) = —i—

+o0o 2 par

On en déduit que : J z,fp 1

2
o 1+tX

k

. 2p+l . 2p+l . 2p+l

2p+1 im=— im=— im=—
Orz' =e ZQ.(e q) ete 1 #1;

- 2241 .

4 pzaoe a1 | -2
donc » z =e u ,—F——=e X — = il

k=0 el ¢ —1 elnT(elnT — e_lnT) 2isin ’]T._q

. 2p+1 c . 2p+1 s 2p+1
Ttp P P

too p2p I 1

Finalement, —dt=——
L 14 ¢% 29 sin ﬂzPZ—H
q

2p+1
2q

,avec 0<p <q, p,q €N, on a ainsi :

+00 t2p

B(a,l—a)ZZQL mdtzsinﬂa.
. 2p+1
sont continues sur ]0,1[ et que I'ensemble des Y. avec

Comme o — B(a,1 —a) et a — —
sin Ta

0 <p <gq, p,q €N, est dense dans ]0,1[ (vérifiez que, si a et b sont des réels tels que 0 < a < b < 1,

2p
on peut toujours trouver un rationnel de la forme dans lintervalle ]a, b[), on peut affirmer :

2q
Va E]O, 1[, B(a, 1-— (1) =

sin o’

De plus, T'(a)T'(1 —a) =B(a,1 —a)(a+ (1 —a))=B(a,1—a).

Partie IV : D'opérateur d’Abel
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VA -
. (1) . f(©) I£]]
IVA.1) La fonction t — ———— est continue sur [0, x[ et, pour tout t € [0,x[, on a ; comme
(x —6)* (x—t)* = (x—t)*
1 o .y . f(t) .y
— ——— est intégrable sur [0, x[ (intégrale de référence, avec o < 1), t — ———— est intégrable sur
(x—6)* (x —o)*
[0,x[, donc sur ]O,x[.
IVA.2) -
IVA.2.a) Pour x €]0,1], on effectue le changement de variable affine u — t = ux, qui est un ¢ -difféomorphisme
de ]0,1[ sur ]O,x[ . La formule reste encore valable pour x =0 (1 —a > 0).
L fx0)
IVA.2.b) Comme x — x'~® est continue sur [0, 1], il suffit de montrer la continuité de la fonction x —» a—0°
o (-
f(xt) .
e Pour tout x € [0,1], t — 10" est continue (par morceaux) sur [0,1[ ;
f(xt) .
e pour tout t € [0,1[, x — a_0° est continue sur [0,1] ;
xt
e domination sur [0,1] : pour tout t € [0,1[ et tout x € [0,1], o fx0) Hf” ; la fonction
la-oe (1 —t)°
— % est continue, intégrable sur [0, 1[ et indépendante de x.
fxt) , :
Donc x — a-0° dt est continue sur [0,1] ; donc A f est continue sur [0,1].
0
IVA.2.c) Par linéarité de I'intégrale, A, est linéaire. D’aprés IVA.2.b, A, est bien un endomorphisme de E.
Continuité :
! )f(xr))
A <x* L dt = =
af(x)} X J;) (1 _ t)o, J (1 t)a HfHJ (1 — t)fi 1-—
A.f ” . On en déduit que l'endomorphisme A, est continu et que
Al < —
R P
Auf|| = —— ||f]|. Done Ml = —— .
1-a 1-a
IVB -
IVB.1) -

IVB.1.a) Pour n =1, on reprend la méthode de majoration dulVA.2.c:

1 r()
p =xP||f]| 5 =x*
pour tout x € [0,1], af(x)) SXx ”fo (1- t)“ =X Hf” B Hf“ r+1)
Soi . ST . B np —(F(B))"
oit n = 1 ; on suppose l'inégalité vraie au rang n : Vx € [0, 1], Aaf(x)) Sx r'(1+np) ”fH

Soit x € [0,1] ;

A f(xt) blAnf ()| (r(p))"
n+1 _ B § o B ”[5
ool = [ (0D 0 < f IO e <atrr SO Hf||f e
Donc
i s (TR N (D)
I
(T(B)" T(nf+1r(P) r(p)"™!
(n B — pm+p___ M7
" Hf” =x" I(n+1p+1) ”fH

FA+nB)T((n+1)B+1)

ce qui établit le résultat a 'ordre n+ 1.

On a donc montré par récurrence : Vn € N*, Vx € [0,1],

()"
p 7
F(l + Tlﬁ) Hf” :

Anf(x)| < x™
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IVB.1.b) On en déduit : Vn € N, ||A} f H < l"((l(—li)) B) ” f H Autrement dit, 'endomorphisme A} de E est continu
n
(d’ailleurs, il s’agit de la composée d’applications continues !)et
n ()"
AL < ===~
r'(1+np)
CE) U 1 (TP

IVB.2) Soit y > 0 ; alors y" 0, d’apres 1.3.

T(1+nB) T(1+nB) (yT(EHV®  T(1+np) n—-+00

IVB.3) -
IVB.3.a) Soit A €C.
o T
Pour tout n € N*, ||A Aaf“ < A" T+ np) ||fH
FURN 1\" (@t 1 (@
Or |A — | 2|ap" doncl A
W el = (3) err g Il =o((3) ) seonciasete e p s 1
converge et la série Z A"AL f converge normalement donc uniformément sur [0,1].
N
IVB.3.b) Pour tout N € N*, (ids — an)Z ATALf = f —ANTIANHL g
n=0
N N
r (Z AALf ) converge uniformément sur [0,1] vers g ; (Z A'ALSf ) est une suite d’éléments de
n=0
g N
E (i.e de fonctions continues), donc g est continue (g € E) et (Z AALf ) converge vers g dans E.
n=0 N

N
Comme id; —AA, est continu dans E, ((idE —2AAL) Z AALf ) converge dans E, i.e uniformément sur
n=0

N
[0,1] vers (idz —AAL)g.

D’autre part, (kNHAI;“ f )N converge uniformément vers 0 sur [0, 1], i.e converge vers 0 dans E.
Donc (idg —AA)Z =f.

+0o
IVB.3.c) D’apres la question précédente, (id; — kAa)Z A"AY = idg.

+00 +00
On montre de méme : Vf €E, (Z N‘AZ) (idg—AADf =S, ie (Z %”AZ) (idg — AA,) = idg.

n=0 n=0
+00
Donc idg —AA, est inversible dans E, d’inverse ZK"AZ.
n=0
NC -
NC.1) -

1
(xt)" I'(n+1)r(R)
— E’ = EH—” = EH_H_ 5
IVC.1l.a) Age,(x)=x L TEND de=x""B(n+1,B)=x Tt 1p)

T(n+ 1))

donc Age, =B(n+1,B)ep = entp €n prolongeant la définition des e, a k réel positif.

r(n+1+p)
IVC.1.b)
(A oA)e, = P+ 1)T(E) (enn) = Fin+ 1IE) T(n+FH+DIrA-P)
en e T T 14B) T T T+ 14+B) T((n+B)+1+(1—p)) P
_ F(n+1)  _ T(EIra-p) T g1
B r(B)r(l_|3)l"(n+2)e"+1 T A+l ™ Sinman+l

IV.C.2) Vrai par linéarité ...

INC.3) -
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IV.C.3.a) Pour tout f € E, Pf est bien continu; de plus, P est linéaire.

prcol < [ Lro] acs [ sl ae=[sle <]l
0 0

Donc P est linéaire continu et ||P]|| < 1.

Soit f € E ; alors Vx € [0,1],

 done o] <],

De plus, si f est 'application constante 1, alors Pf : x — x ; donc ”PfH = ”f” . Donc |||P|Il =1.
IV.C.3.b) Lensemble & des fonctions polynémiales sur [0,1] est dense dans E pour la norme ||.|| (théoréeme de
I

Weierstrass). Comme B, et P sont deux applications continues sur E coincidant sur &, elles sont
a

égales.

IV.C.3.c) Comme P est a valeurs dans ¥([0,1],C), DoB, est bien défini. Comme D o P = idg, on a la formule de
I'énoncé.

IV.C.3.d) Soit f €E tel que A f =0 ; alors B,f =0, donc PoB_f =0 ; avec la relation du (IV.C.3.c), f =0.
Donc l'opérateur (linéaire) A, est injectif.
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