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Problème  CCP PSI 

PARTIE I.

I./ On note déjà que les solutions de l’équation homogène sont les applications de la forme

t 7→ λ cos t +µ sin t

I../ Lorsque δ = 0 , on cherche une solution particulière de (E) sous la forme d’un polynôme de degré
inférieur ou égal à 2 .
On en déduit que les solutions réelles de (E) lorsque δ = 0 sont les applications de la forme

y : t 7→ αt2 + βt + (γ− 2α) +λ cos t + µ sin t

où λ et µ sont deux réels arbitraires.

I../ De même, lorsque α = β = γ = 0 , on cherche une solution particulière de (E) sous la forme
at cos(t) + bt sin(t) car cos t =Re (eit) et i est racine d’ordre 1 de l’équation caractéristique r2 + 1

associée à (E) .
On trouve que les solutions réelles de (E) lorsque α= β = γ = 0 sont les applications de la forme :

y : t 7→
δ

2
t sin t +λ cos t +µ sin t

où λ et µ sont deux réels arbitraires.

I../ D’après le principe de superposition, dans le cas général, les solutions réelles de (E) sont les
applications :

y : t 7→ αt2+ βt + (γ− 2α) +
δ

2
t sin t +λ cos t +µ sin t

où λ et µ sont deux réels arbitraires.

I./ -

I../ F est 2π-périodique et sa restriction à ]−π,π[ est paire, donc F est paire et ∀n ∈ N, bn(F) = 0 .

∀n ∈ N, an(F) =
1

π

∫ π

−π
t2 cos nt d t donc a0(F) =

2π2

3
et pour n ¾ 1 , en intégrant deux fois par

parties :

an(F) =
1

π

�
t2 sin nt

n
+

2t cos nt

n2
−

2sin nt

n3

�π

−π
=

4(−1)n

n2

La série de Fourier de F s’écrit donc :

S( f ) =
π2

3
+ 4

+∞∑

n=1

(−1)n

n2
cos nt

I../ On a lim
t→π−

F(t) = F(π) = π2 et, en utilisant la 2π-périodicité, lim
t→π+

F(t) = lim
t→−π+

F(t) = (−π)2 , donc
F est continue en π , et, par suite, elle est continue sur R .
La restriction de F à [−π,π] est de classe C 1 et, par périodicité, F est de classe C 1 par morceaux
sur R .

D’après le théorème de convergence normale et le théorème de Dirichlet, la série de Fourier de F

converge normalement, donc simplement sur R et a pour somme F .

I./ -

I../ Posons pour k entier naturel supérieur ou égal à  et t réel,

fk(t) =
(−1)k cos(kt)

k2(k2 − 1)
gk(t) =

(−1)k sin(kt)

k(k2− 1)
hk(t) =

(−1)k cos(kt)

(k2 − 1)

Alors fk , gk et hk sont bornées sur R et

 fk


∞ =

1

k2(k2 − 1)

gk


∞ =

1

k(k2 − 1)

hk


∞ =

1

(k2 − 1)
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Les trois séries numériques
∑ fk


∞ ,
∑gk


∞ et

∑hk


∞ sont donc convergentes car leur terme

général est dominé par
1

k2
qui est le terme général d’une série positive convergente. Les séries de

fonctions
∑

fk ,
∑

gk ,
∑

hk sont donc normalement convergentes sur R , donc leurs sommes f , g,h

sont définies sur R .

I../ Pour tout k ∈ N \ {0,1}, fk est de classe C 2 sur R . De plus
∑

fk converge simplement car
normalement sur R ,

∑
f ′
k
=
∑
−gk et

∑
f ′′
k
=
∑
−hk convergent uniformément car normalement

sur R donc f =

+∞∑

k=2

fk est de classe C 2 sur R et

∀t ∈ R, f ′(t) =
+∞∑

k=2

f ′
k
(t) = −g(t) et f ′′(t) =

+∞∑

k=2

f ′′
k
(t) = −h(t)

I../ f ′(0) = −g(0) = 0

I../ f ′′(π) =−h(π) =−
+∞∑

k=2

(−1)k cos(kπ)

k2 − 1
=−

+∞∑

k=2

1

k2 − 1
.

Comme
−1

k2 − 1
=

1

2

1

k+ 1
−

1

2

1

k− 1
on a

n∑

k=2

−1

k2 − 1
=

1

2

n∑

k=2

1

k+ 1
−

1

2

n∑

k=2

1

k− 1
=

1

2

�
1

n
+

1

n+ 1
− 1−

1

2

�
→

n→+∞
−

3

4

d’où f ′′(π) = −
3

4
.

I../ D’après I..., pour tout réel t ,

f ′′(t) + f (t) =

+∞∑

k=2

(−1)k

(k2− 1)k2
cos(kt)[1− k2] = −

+∞∑

k=2

(−1)k cos(kt)

k2

Le développement en série de Fourier de F obtenu en I. s’écrit :

∀t ∈]−π,π], F(t) = t2 =
π2

3
+ 4

+∞∑

k=1

(−1)k

k2
cos(kt) =

π2

3
− 4cos t + 4

+∞∑

k=2

(−1)k

k2
cos(kt)

donc

∀t ∈]−π,π], f ′′(t)+ f (t) = −
t2

4
+
π2

12
− cos t = αt2+ βt + γ+ δ cos t

avec α=−
1

4
,β = 0,γ =

π2

12
et δ = −1 .

I../ D’après I.., il existe (λ,µ) ∈ R2 tel que

∀t ∈]−π,π], f (t) =
−t2

4
+

�
π2

12
+

1

2

�
−

t sin t

2
+λ cos t + µ sin t

Cette expression de f valable en particulier sur ]−π,π[ prouve que f est de classe C∞ sur cet
intervalle comme combinaison linéaire de telles fonctions. En outre,

∀t ∈]−π,π[, f ′′′(t) + f ′(t) =−
t

2
+ sin t

I../ D’après I.. et par périodicité, f ′′′ est définie en tout point de R \ {π+ 2kπ, k ∈ Z} . De plus,

f ′′′(t) →
t→π−

f ′(π)−
π

2
et f ′′′(t) →

t→−π+ ou π+
f ′(−π) +

π

2
= f ′(π) +

π

2

Donc f ′′′ n’est pas continue en π et f n’est pas de classe C 3 sur R .
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I../ On a vu qu’il existe (λ,µ) ∈ R2 tel que

∀t ∈]−π,π], f (t) =
−t2

4
+

�
π2

12
+

1

2

�
−

t sin t

2
+λ cos t + µ sin t

La parité de f impose µ = 0 . Par dérivation, on a

∀t ∈]−π,π], f ′′(t) =−
1

2
− cos t +

t sin t

2
−λ cos t

De f ′′(π) =−
3

4
, on déduit alors λ =

5

4
. Finalement,

∀t ∈]−π,π], f (t) =
−t2

4
+

�
π2

12
+

1

2

�
−

t sin t

2
−

5

4
cos t

PARTIE II.
II./ ϕ1 est bien élément de CM 2π donc possède des coefficients de Fourier. Par imparité, on a ∀n ∈ N, an(ϕ1) = 0

et

∀n ∈ N∗, bn(ϕ1) =
2

π

∫ π

0

π sin nt d t = 2×
(1− (−1)n)

n

On en déduit que c0(ϕ1) =
a0(ϕ)

2
= 0 , et

∀n ∈ N∗ , cn(ϕ1) =
an(ϕ1)− i bn(ϕ1)

2
=





0 si n est pair
2

in
sinon

De plus, ϕ1 étant à valeurs réelles, cn(ϕ1) et c−n(ϕ1) sont conjugués. On a donc S2n+1(ϕ1) = 4

n∑

k=0

1

2k+ 1
.

Comme la série
∑ 1

2k+ 1
est positive divergente, on a (S2n+1(ϕ1)) est divergente donc (Sn(ϕ1)) est di-

vergente.

II./ Les théorèmes usuels assurent que ψh est continue sur R . De plus, on vérifie facilement que ϕ étant
2π-périodique, ψh est également 2π-périodique.

II./ Pour tout entier k ,

ck(ψh) =
1

2π

∫ π

−π
ϕ(t + h)e−ikt d t −

1

2π

∫ π

−π
ϕ(t − h)e−ikt d t

=
1

2π

∫ π+h

−π+h

ϕ(u)e−ik(u−h) du−
1

2π

∫ π−h

−π−h

ϕ(u)e−ik(u+h) du

= (eikh− e−ikh)ck(ϕ)

= 2i sin(kh)ck(ϕ)

II./ ψh est continue par morceaux (car continue) et 2π-périodique donc d’après l’inégalité de Bessel, on a

∀n ∈ N ,

n∑

k=−n

|ck(ψh)|2 ¶
1

2π

∫ π

−π
|ψh(t)|2 d t

donc

∀n ∈ N ,

n∑

k=−n

sin2(kh)|ck(ϕ)|2 =
1

4

n∑

k=−n

|ck(ψh)|2 ¶
1

8π

∫ π

−π
|ψh(t)|2 d t

d’où le résultat souhaité puisque ψh est à valeurs réelles.

II./ Comme ϕ vérifie la condition L , on a

∀t ∈ R , |ψh(t)|¶ A1|2h|s

d’où
1

8π

∫ π

−π
ψ2

h
(t) d t ¶ 4s−1h2sA2

1

ce qui fournit l’inégalité souhaitée avec A2 = 4s−1A2
1
.
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II./ -

II../ H(p) est égal à deux fois le cardinal de [[2p−1, 2p − 1]] soit

H(p) = 2(2p − 1− 2p−1 + 1) = 2p

II../ Si k ∈ Ip , on a
π

4
¶
|k|π
2p+1
¶
π

2
−

π

2p+1
¶
π

2

La fonction sinus est croissante sur [0, π
2
] et impaire d’où

p
2

2
= sin

π

4
¶ sin

|k|π
2p+1

=

����sin
�

kπ

2p+1

�����

La croissance de x 7→ x2 sur R+ fournit alors l’inégalité souhaitée.

II../ Soit n ∈ N et a1, . . . , an des nombres réels. Soit x = (a1, . . . , an) ∈ Rn et u = (1,1, . . . , 1) ∈ Rn .
L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique dans Rn s’écrit

〈x |u〉2 ¶ ‖u‖2 ‖x‖2

ce qui démontre l’inégalité  
n∑

i=1

ai

!2

¶ n

 
n∑

i=1

a2
i

!

En appliquant cette inégalité à la famille de réels (|ck(ϕ)|)k∈Ip
,qui est bien de cardinal 2p , on

obtient l’inégalité demandée.

II../ On suppose s >
1

2
,

(H(p))
1

2

(2p+1)s
=

2
p

2

2ps+s
=

1

2s

�
1

2s− 1

2

�p

est le terme général d’une série géométrique de raison
1

2s− 1

2

qui est demodule strictement inférieur

à  puisque s >
1

2
donc est convergente. La suite des sommes partielles de cette série est donc

majorée par un réel que nous noterons M dans la suite de cette question.

Soit n ∈ N . Comme 2p →
p→+∞

+∞ , il existe p0 ∈ N tel que 2p0 > n . On a alors :

Sn(ϕ) ¶ S2p0−1(ϕ) = |c0(ϕ)|+
p0∑

p=1

∑

k∈Ip

|ck(ϕ)|

¶ |c0(ϕ)|+
p0∑

p=1

p
H(p)

È∑

k∈Ip

|ck(ϕ)|2

la dernière inégalité résultant de II...
Or pour tout p ∈ N∗ ,

∑

k∈Ip

|ck(ϕ)|2 ¶
∑

k∈Ip

2sin2

�
kπ

2p+1

�
|ck(ϕ)|2 d′après II.6.2

¶

2p−1∑

k=−2p+1

2sin2

�
kπ

2p+1

�
|ck(ϕ)|2 car Ip ⊂ [[−2p + 1,2p − 1]]

¶ 2A2

�
π

2p+1

�2s

d′après II.5

D’où

0¶ Sn(ϕ)¶ |c0(ϕ)|+
p

2A2π
s




p0∑

p=1

p
H(p)

(2p+1)s


 ¶ |c0(ϕ)|+

p
2A2π

sM

(Sn(ϕ)) est une suite croissante majorée donc est convergente.
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PARTIE III.

III./ cn(ϕ0) =
1

2π

∫ π

−π
σe−int d t =

�
0 si n 6= 0

σ sinon

On en déduit que Mn(ϕ0) = σIn possède comme unique valeur propre σ .

III./ -

III../ Les calculs des cn(ϕ1) ont déjà été faits en II.. On obtient M3(ϕ1) =




0 2i 0

−2i 0 2i

0 −2i 0




III../ det(M3(ϕ1)− XI3) = X(−X2 + 8) d’où l’on déduit que M3(ϕ1) admet trois valeurs propres simples
égales à 0,2

p
2,−2
p

2 .

III./ -

III../ Avec les notations de I.., on a pour tout k ∈ Z ,

ck( f ) =
1

2π

∫ π

−π

 
+∞∑

n=2

un(t)

!
d t

avec un(t) = fn(t)e
−ikt . Pour tout n ¾ 2,un est continue sur R et N∞(un) = N∞( fn) =

1

n2(n2 − 1)
qui est le terme général d’une série convergente. La série de fonctions

∑
un converge donc

normalement sur R et a fortiori uniformément sur le segment [−π,π] donc par le théorème
d’intégration pour les séries de fonctions uniformément convergentes sur un segment, on a

ck( f ) =
1

2π

+∞∑

n=2

�∫ π

−π
un(t) d t

�

Or
1

2π

∫ π

−π
cos(nt)e−ikt d t =

1

2

�
1

2π

∫ π

−π
ei(n−k)t dt +

1

2π

∫ π

−π
ei(n+k)t dt

�
=

1

2
(δn,k + δn,−k)

D’où

ck( f ) =

¨
0 si k ∈ {−1,0,1}
(−1)k

2k2(k2−1)
si k ∈ Z \ {−1,0,1}

III../ M3( f ) =




0 0 1

24

0 0 0
1

24
0 0


 et det(M3( f )−XI3) =−X3+ 1

24
X donc M3( f ) admet trois valeurs propres

simples égales à 0, 1

24
,− 1

24
.

III./ Si ϕ est paire (resp.impaire), on a ∀n ∈ Z, cn(ϕ) = c−n(ϕ) (resp. cn(ϕ) = −c−n(ϕ) )donc
tMn(ϕ) =Mn(ϕ)

(resp. tMn(ϕ) =−Mn(ϕ) )

III./ On sait que
n∑

r=1

λr = tr(Mn(ϕ)) donc

1

n

n∑

r=1

λr =
tr(Mn(ϕ))

n
= c0(ϕ) =

1

2π

∫ π

−π
ϕ(t) d t

III./ -

III../

∫ π

−π

�����
n∑

k=1

zkeikt

�����

2

ϕ(t) d t =

∫ π

−π




n∑

j=1

z je
−i j t



 

n∑

k=1

zkeikt

!
ϕ(t) d t

=

n∑

j=1

n∑

k=1

z jzk

∫ π

−π
ei(k− j)tϕ(t) d t

=

n∑

j=1

n∑

k=1

z jzk2πc j−k(ϕ)
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D’autre part,

θ(n,ϕ, Z) =

n∑

j=1

z j(Mn(ϕ)Z) j =

n∑

j=1

z j

 
n∑

k=1

c j−k(ϕ)zk

!

On en déduit que

θ(n,ϕ, Z) =
1

2π

∫ π

−π

�����
n∑

k=1

zkeikt

�����

2

ϕ(t) d t

III../ Soit λ une valeur propre de Mn(ϕ) et Z ∈ Mn,1(C) un vecteur propre associé. On a alors

tZMn(ϕ)Z = λ
tZ.Z c’est-à-dire θ(n,ϕ, Z) = λ

n∑

k=1

|zk|2 . Or
n∑

k=1

|zk|2 > 0 puisque Z 6= 0 en tant que

vecteur propre d’où

λ=

1

2π

∫ π

−π

�����
n∑

k=1

zkeikt

�����

2

ϕ(t) d t

n∑
k=1

|zk|2

ce qui prouve que λ ∈ R l’intégrale au numérateur étant réelle puisque l’intégrande est à valeurs
réelles.

III../ Si de plus ϕ(R) ⊂ R+ , l’intégrale précédente est élément de R+ (intégrale d’une fonction positive
sur le segment [−π,π] ) donc λ ∈ R+ .

III../ Dans le cas particulier où on prend ϕ = ϕ0 introduite au III.. pour σ = 1 , on a Mn(ϕ) = In donc
tout vecteur non nul est vecteur propre de Mn(ϕ) pour la valeur propre 1 donc ∀Z ∈Mn,1(C)\{0} ,
on a

1=

1

2π

∫ π

−π

�����
n∑

k=1

zkeikt

�����

2

d t

n∑
k=1

|zk|2

Soit maintenant ϕ ∈ CM (2π) telle que ϕ(R)⊂ [a, b] . Soit λ valeur propre de Mn(ϕ) dont on sait
déjà qu’elle est réelle et Z un vecteur propre associé. On a alors

a =

1

2π

∫ π

−π

�����
n∑

k=1

zkeikt

�����

2

a d t

n∑
k=1

|zk|2
≤ λ =

1

2π

∫ π

−π

�����
n∑

k=1

zkeikt

�����

2

ϕ(t) d t

n∑
k=1

|zk|2

≤ b =

1

2π

∫ π

−π

�����
n∑

k=1

zkeikt

�����

2

b d t

n∑
k=1

|zk|2

Donc le spectre de Mn(ϕ) est inclus dans [a, b] .

III./ -

III../ Rappelons que comme ϕ est à valeurs réelles on a ∀n ∈ Z, c−n = cn . D’où

tr((Mn(ϕ))
2 =

n∑

j=1

n∑

k=1

µ j,kµk, j =

n∑

j=1

n∑

k=1

c j−kck− j =

n∑

j=1

n∑

k=1

|c j−k|2

On en déduit que

tr((Mn(ϕ))
2 = n|c0|2 + 2

n−1∑

k=1

(n− k)|ck|2
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III../ On sait qu’il existe P ∈ GL n(C) telle que P−1Mn(ϕ)P =




λ1 × · · · ×

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . ×
0 · · · 0 λn



. On a dans ces

conditions P−1Mn(ϕ)
2P=




λ2
1
× · · · ×

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . ×
0 · · · 0 λ2

n




. On en déduit que

1

n

n∑

r=1

λ2
r
=

1

n
tr((Mn(ϕ)

2) = |c0|2 + 2

n−1∑

k=1

�
1−

k

n

�
|ck |2

III../ Posons pour n ∈ N , Sn =

n∑

k=1

uk , Bn =

n∑

k=1

kuk et S=

+∞∑

k=1

uk .

Montrons que (
Bn

n
) converge vers .

Soit ǫ > 0 . Comme (Sn) converge vers S , il existe n0 tel que

∀n¾ n0, |S− Sn|= S− Sn ≤
ǫ

2

Soit n¾ n0 . On a alors

0≤
Bn

n
=

Bn0

n
+

n∑

k=n0+1

k

n
uk ≤

Bn0

n
+ (S− Sn0

)≤
Bn0

n
+
ǫ

2

Or
Bn0

n
→

n→+∞
0 donc il existe n1 ∈ N tel que pour n¾ n1, 0¶

Bn0

n
¶
ǫ

2
. Dans ces conditions, on a

∀n¾max(n0, n1), 0¶
Bn

n
¶ ǫ

ce qui achève de prouver le résultat annoncé.

III../ D’après III...,
1

n

n∑

k=1

λ2
r
= |c0|2 + 2

n−1∑

k=1

|ck|2 − 2

n−1∑

k=1

k

n
|ck|2

Or ϕ ∈ CM (2π) donc vérifie la formule de Parseval, à savoir

|c0|2 + 2

n−1∑

k=1

|ck|2 →
n→+∞

1

2π

∫ π

−π
ϕ2(t) d t

et comme la série
∑
|ck|2 est convergente, d’après III...,

n−1∑

k=1

k

n
|ck |2 →

n→+∞
0

On en déduit que
1

n

n∑

k=1

λ2
r
→

n→+∞

1

2π

∫ π

−π
ϕ2(t) d t
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�

�

�

�
Problème  : CENTRALE PSI 

Résultats préliminaires

A - • Vect(h) étant un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien réel, l’égalité

C = Vect (h)⊕Vect (h)⊥

résulte directement d’un théorème du cours.

• L’inclusion Vect(h) ⊂
�

Vect (h)⊥
�⊥

est évidente : tout vecteur de Vect(h) est évidemment orthogonal aux
vecteurs de Vect(h)⊥ !

Inversement, soit f ∈
�

Vect (h)⊥
�⊥

. On décompose f sous la forme f = Πh( f ) + g , avec Πh( f ) le

projeté orthogonal de f sur Vect(h)⊥ et g ∈ Vect(h) . Alors


Πh( f )

�� f � = 0 puisque f ∈
�

Vect (h)⊥
�⊥

et


Πh( f )

��g� = 0 puisque Πh( f ) ∈ Vect(h)⊥ donc


Πh( f )

��Πh( f )
�
=


Πh( f )

�� f − g
�
= 0 , d’où Πh( f ) = 0 et

f ∈ Vect(h) .
Cela prouve l’inclusion inverse.

• Le projeté orthogonal de f sur la droite Vect(h) est g =



f
��h�

‖h‖2
2

h (formule du cours), donc Πh( f ) = f − g ,

ce qui donne la formule de l’énoncé.

B - • Notons d l’application définie sur A par d(ξ) = ξ′′ . A étant formée de fonctions de classe C
2 sur [0,1] ,

d est bien à valeurs dans C .
d est trivialement linéaire.
Montrons que d est à valeurs dans H , c’est-à-dire que, pour ξ ∈ A , ξ′′ est orthogonal à u . Cela résulte
du calcul ci-dessous :

1
p

3



ξ′′
��u�=

∫ 1

0

(1− t)ξ′′(t)dt =
�
(1− t)ξ′(t)

�1

0
+

∫ 1

0

ξ′(t)dt = −ξ′(0) + ξ(1)− ξ(0) = 0

puisque ξ est un mouvement admissible.

• Soit ϕ l’application qui à z ∈H associe l’application ξ : t 7→
∫ 1

0

(t − s)z(s)ds .

La linéarité de ϕ ne pose pas de problème.

Si ξ= ϕ(z) , on a, pour t ∈ [0,1] : ξ(t) = t

∫ t

0

z(s)ds−
∫ t

0

sz(s)ds , ce qui prouve que ξ est de classe C
1 et

ξ′(t) =

∫ t

0

z(s)ds+ tz(t)− tz(t) =

∫ t

0

z(s) , donc ξ est de classe C
2 sur [0,1] et ξ′′(t) = z(t) .

Les égalités précédentes montrent aussi que ξ(0) = ξ′(0) = 0 . De plus, ξ(1) =

∫ 1

0

(1−s)z(s)ds =
1
p

3
〈z|u〉 = 0

puisque u ∈H , ce qui montre que ξ appartient bien à A et que ϕ est bien une application linéaire de
H dans A .

• La relation ξ′′ = z trouvée ci-dessus montre que d ◦ϕ = IdH .

Inversement, si z = d(ξ) avec ξ ∈ A , on a ϕ(z)(t) =

∫ t

0

(t − s)ξ′′(s)ds = ξ(t)− ξ(0)− tξ′(0) d’après la

formule de Taylor avec reste intégrale (ou en intégrant par parties directement !), donc ϕ(z)(t) = ξ(t)
puisque ξ est un mouvement admissible, ce qui prouve que ϕ ◦ d = IdA .

• En conclusion, ϕ et d sont bien des isomorphismes réciproques l’un de l’autre.

Partie I - Comportement asymptotique de racines d’équations

I.A - Pour k,ℓ ∈ N on a :



ek

��eℓ
�
= 2

∫ 1

0

cos(ωk t) cos(ωℓ t)dt =

∫ 1

0

[cos(ωk +ωℓ)t + cos(ωk −ωℓ)t]dt

donc
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• pour k = ℓ ,


ek

��ek

�
=

∫ 1

0

[cos(2ωk)t + 1]dt =

∫ 1

0

[cos(2k+ 1)πt + 1]dt = 1

• pour k 6= ℓ ,


ek

��eℓ
�
=

�
sin(ωk +ωℓ)t

ωk +ωℓ
+

sin(ωk −ωℓ)t
ωk −ωℓ

�1

0

= 0 puisque ωk +ωℓ et ωk −ωℓ sont des
multiples de π .

La famille (ek)k∈N est donc bien orthonormale pour le produit scalaire considéré.

I.B - -

I.B.) f̃ étant paire, l’axe des ordonnées est un axe de symétrie de sa courbe représentative. Compte tenu
de la définition, le point de coordonnées (1,0) est centre de symétrie. On a aussi comme éléments
de symétrie tous ceux qui se déduisent des précédents par 4-périodicité.

Puisque f est continue, f̃ est évidemment continue par morceaux sur R , les points de dis-
continuité ne pouvant être que des points entiers. De plus, f̃ est continue en 0 puisqu’elle
est paire ; elle est aussi continue en 2 puisque, par 4-périodicité, lim

t→2+
f̃ (t) = lim

t→−2+
f̃ (t) et

lim
t→−2+

f̃ (t) = lim
t→−2+

f̃ (−t) = lim
u→2−

f̃ (u) par parité.

Par périodicité, f̃ sera donc continue aussi aux points entiers pairs. Elle sera continue sur R si et
seulement si elle l’est en 1 (car alors, pour les mêmes raisons que ci-dessus, elle le sera en −1 ,
puis, par périodicité, en tous les points entiers impairs). Cela équivaut à dire que f (1) = 0 .

I.B.) • Pour k ∈ N ,

a2k+1( f̃ ) =
1

2

∫ 2

−2

f̃ (t) cos

�
(2k+ 1)πt

2

�
dt =

∫ 2

0

f̃ (t) cos

�
(2k+ 1)πt

2

�
dt

=

∫ 1

0

f (t) cos(ωk t)dt −
∫ 2

1

f (2− t) cos(ωk t)dt

=

∫ 1

0

f (t) cos(ωk t)dt −
∫ 1

0

f (u) cos(2ωk −ωku)du chgt de variable u= 2− t

=

∫ 1

0

f (t) cos(ωk t)dt +

∫ 1

0

f (u) cos(ωku)du car 2ωk = (2k+ 1)π

= 2

∫ 1

0

f (t) cos(ωk t)dt =
p

2



f
��ek

�

• Puis

a2k( f̃ ) =
1

2

∫ 2

−2

f̃ (t) cos(kπt)dt =

∫ 2

0

f̃ (t) cos(kπt)dt

=

∫ 1

0

f (t) cos(kπt)dt −
∫ 2

1

f (2− t) cos(kπt)dt

=

∫ 1

0

f (t) cos(kπt)dt −
∫ 1

0

f (u) cos(2kπ− kπu)du

=

∫ 1

0

f (t) cos(kπt)dt −
∫ 1

0

f (u) cos(kπu)dt = 0

• Enfin, les bk( f̃ ) sont nuls puisque f̃ est paire.

I.B.) On applique ici les résultats du cours sur les séries de Fourier. Mais la norme utilisée dans le cours
est un peu différente de celle de l’énoncé. Plus précisément, la norme N utilisée dans le cours est

telle que, pour tout fonction g 4-périodique continue par morceaux, on ait N(g)2 =
1

4

∫ 2

−2

g2 .

Le théorème de Parseval, que l’on peut appliquer ici puisque f̃ est 4-périodique et continue par
morceaux, donne (la fonction étant à valeurs réelles) :

a0( f̃ )
2

4
+

1

2

+∞∑

n=1

(an( f̃ )
2+ bn( f̃ )

2) = N( f̃ )2
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ce qui, compte tenu des résultats précédents, devient :

+∞∑

k=0



f
��ek

�2
= N( f̃ )2 =

1

4

∫ 2

−2

f̃ 2 =

∫ 1

0

f 2 =
 f
2

2

Les sommes partielles d’indice impair de la série de Fourier de f̃ s’écrivent :

S2n+1( f̃ ) =
a0( f̃ )

2
+

2n+1∑

p=1

�
ap( f̃ ) cos

�
pπt

2

�
+ bp( f̃ ) sin

�
pπt

2

��

soit ici

S2n+1( f̃ ) =

n∑

k=0

p
2



f
��ek

�
cos

�
(2k+ 1)πt

2

�
=

n∑

k=0



f
��ek

�
ek

Le théorème de Parseval donne la convergence en moyenne quadratique de cette série vers f̃ , soit

lim
n→∞

N( f̃ − S2n+1( f̃ )) = 0

Or, si g = S2n+1( f̃ ) =

n∑

k=0



f
��ek

�
ek , on a g̃ = g , (car les ek sont toutes paires et leur courbe est symé-

trique par rapport au point (1,0) ), donc [N( f̃−g)]2 = [N(áf − g)]2 =
1

4

∫ 2

−2

(áf − g)2 =

∫ 1

0

( f−g)2 =
 f − g

2

2
.

On aura donc bien lim
n→∞

 f −
n∑

k=0



f
��ek

�
ek


2

= 0 .

I.B.) Si f (1) = 0 alors f̃ est continue, et, si f est de classe C
1 sur [0,1] , f̃ est C

1 par morceaux.
Le théorème de convergence normale des séries de Fourier assure alors que la suite S2n+1( f̃ )

converge normalement (donc uniformément) sur R vers f̃ , donc vers f sur [0,1] c’est à dire :

∀t ∈ [0,1] , f (t) =

n∑

k=0



f
��ek

�
ek(t)

I.B.) • On applique les résultats précédents à f (t) = u(t) =
p

3(1− t) . On obtient



f
��ek

�
=
p

6

∫ 1

0

(1− t) cos(ωk t)dt

=
p

6

(�
(1− t)

sin(ωk t)

ωk

�1

0

+

∫ 1

0

sin(ωk t)

ωk

dt

)
=
p

6

�
−

cos(ωk t)

ω2
k

�1

0

=

p
6

ω2
k

La relation précédente pour t = 0 donne alors
p

3=

+∞∑

k=0

p
6

ω2
k

p
2 donc

+∞∑

k=0

1

ω2
k

=
1

2
.

• On applique les résultats précédents à f (t) = sinω(t − 1) pour ω ∈ Ω . On obtient :



f
��ek

�
=
p

2

∫ 1

0

sin(ω(t − 1)) cos(ωk t)dt

=

p
2

2

∫ 1

0

[sin((ω+ωk)t −ω) + sin((ω−ωk)t −ω)]dt

=−
p

2

2

�
cos((ω+ωk)t −ω)

ω+ωk

+
cos((ω−ωk)t −ω)

ω−ωk

�1

0

=

p
2

2
cosω

�
1

ω+ωk

+
1

ω−ωk

�
=
p

2
ω cosω

ω2 −ω2
k

La relation de I.B. pour t = 0 donne alors − sinω = 2

+∞∑

k=0

ω cosω

ω2 −ω2
k

, ce qui donne le résultat de

l’énoncé en divisant par cosω 6= 0 .
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I.B.) Simple calcul en utilisant les résultats précédents :

φ(ω) =
1

2
−

1

2ω
tanω =

+∞∑

k=0

1

ω2
k

−
+∞∑

k=0

1

ω2
k
−ω2

=

+∞∑

k=0

ω2

ω2
k
(ω2 −ω2

k
)
.

I.C - -

I.C.) Soit k ∈ [[0, n − 1]] . Sur l’intervalle ]ωk,ωk+1[ la fonction est strictement décroissante, puisque

chaque fonction ω 7→
ω2

ω2
k
(ω2−ω2

k
)
=

1

ω2
k

+
1

ω2 −ω2
k

l’est.

De plus, lim
ω→ω+

k

φn(ω) = +∞ et lim
ω→ω−

k+1

φn(ω) = −∞ , donc φn possède bien une et une seule racine

dans ]ωk,ωk+1[ .

I.C.) Pour ω ∈]ω0,ω1[ , φn+1(ω) = φn(ω)+
ω2

ω2
n+1(ω

2 −ω2
n+1)

. Puisque ω <ωn+1 , on a φn+1(ω)< φn(ω) .

En particulier, φn+1(µn)< 0 ce qui implique, compte tenu des variations de φn+1 , que µn+1 < µn .
La suite (µn) est donc décroissante et minorée dans l’intervalle ]ω0,ω1[ ; elle converge vers un
réel µ ∈ [ω0,ω1[ .

I.C.) Par définition, pour tout ω ∈ Ω , lim
n→∞

φn(ω) = φ(ω) , puisque φn(ω) est la somme partielle d’indice

n de la série qui définit φ(ω)

De plus,
��φ(ω)−φn(ω)

��=
�����
+∞∑

k=n+1

ω2

ω2
k
(ω2 −ω2

k
)

�����=
+∞∑

k=n+1

�
1

ω2
k
−ω2

−
1

ω2
k

�
¶

+∞∑

k=n+1

�
1

ω2
k
−ω2

1

−
1

ω2
k

�

pour n¾ 1 et ω ∈]ω0,ω1[ .

Donc
φ −φn


∞ ¶

+∞∑

k=n+1

�
1

ω2
k
−ω2

1

−
1

ω2
k

�
, qui tend vers 0 quand n → ∞ , comme reste d’une

série numérique convergente. Cela montre que la suite (φn) converge uniformément vers φ sur
]ω0,ω1[ .

On a donc, d’après un théorème du cours : φ(µ) = lim
n→+∞

φn(µn) = 0 . µ est donc racine de φ dans

]ω0,ω1[=]
π

2
, 3π

2
[ . C’est aussi par définition de φ l’unique solution de l’équation ω= tanω sur cet

intervalle (l’unicité venant de la stricte monotonie de la fonction ω 7→ω− tanω ).

Partie II - Estimation de la vitesse en moyenne quadratique

II.A - -

II.A.) Puisque z est continue sur [0,1] , y est de classe C
1 et

∀t ∈ [0,1] , y ′(t) =−
∫ t

0

z(s)ds+ (1− t)z(t)− (1− t)z(t) =−
∫ t

0

z(s)ds

d’où y est de classe C
2 et y ′′ =−z .

Les deux autres relations sont immédiates.

II.A.) La linéarité de T ne pose pas de problèmes.

En notant y1 = T(z1) et y2 = T(z2) , on a



T(z1)

��z2

�
=
¬

y1

��− y ′′
2

¶
=−

∫ 1

0

y1(t)y
′′
2
(t) = −

�
y1(t)y

′
2
(t)
�1

0
+

∫ 1

0

y ′
1
(t)y ′

2
(t)dt =

∫ 1

0

y ′
1
(t)y ′

2
(t)dt

puisque y1(1) = y ′
2
(0) = 0 .

L’expression obtenue étant symétrique en y ′
1
et y ′

2
, on a bien



T(z1)

��z2

�
=


z1

��T(z2)
�
, autrement

dit, T est auto-adjoint.

II.A.) On calcule :

si y = T(ek) , y ′(t) =−
∫ t

0

ek(s)ds =−
p

2

∫ t

0

cos(ωks)ds =−
p

2
sin(ωk t)

ωk

, et, puisque y(1) = 0= cosωk ,

on trouve y(t) =
p

2
cos(ωk t)

ω2
k

, soit finalement T(ek) =
1

ω2
k

ek .
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ek est donc bien un vecteur propre de T pour la valeur propre
1

ω2
k

.

On a donc, en vertu de I.B., pour tout z ∈ C :

‖T(z)‖2
2
=

+∞∑

k=0



T(z)

��ek

�2
=

+∞∑

k=0



T(ek)

��z�2
=

+∞∑

k=0

1

ω4
k



ek

��z�2
¶

4

π2

+∞∑

k=0



ek

��z�2
=

�
2

π

�4

‖z‖2
2

puisque wk ¾
π

2
pour tout k ∈ N .

On a donc bien ‖T(z)‖2 ¶
4

π2
‖z‖2 .

De plus, puisque ωk est strictement plus grand que
π

2
dès que k ¾ 1 , il y aura égalité dans

l’inégalité précédente si et seulement si


ek

��z� = 0 pour k ¾ 1 . C’est le cas par exemple pour
z = e0 .

II.B - .

II.B.) On notera pour la suite Vn = Vect(e0, . . . , en) . Il s’agit de montrer que Vect(u)⊥ ∩Vn = Vect(un)
⊥ ∩Vn

ce qui revient à dire qu’un vecteur v appartenant à Vn est orthogonal à u si et seulement
si il est orthogonal à un . C’est bien le cas, puisque



v
��u− un

�
= 0 , car u − un ∈ V⊥

n
, donc

〈v|u〉 = 0⇐⇒



v
��un

�
= 0 .

La famille (e0, . . . , en) étant une base orthonormale de Vn , une formule vue en cours donne

directement un =

n∑

k=0



ek

��u� ek .

Puisque Hn = Vect(un)
⊥ ∩ Vn , Hn est l’orthogonal d’une droite dans Vn , c’est donc un hyperplan

de Vn , et dimHn = n+ 1− 1= n .

II.B.) • Les ek étant des vecteurs propres de T , le sous-espace vectoriel Vn est stable par T . Donc
T(Hn) ⊂ Vn . D’autre part, par définition, l’image de Πun

est incluse dans Hn . On aura donc
bien Πun

◦ T(Hn)⊂Hn .

• Pour z1, z2 ∈Hn , T(z1)−Tn(z1) = T(z1)−Πun
(T(z1)) appartient à Vect(un) par définition de Πun

,
donc est orthogonal àz2 :



T(z1)− Tn(z1)

��z2

�
= 0 . Donc



Tn(z1

��z2

�
=


T(z1)

��z2

�
.

En échangeant les rôles de z1 et z2 , on a de même


Tn(z2)

��z1

�
=


T(z2)

��z1

�
. Le résultat demandé

découle donc directement de II.A..

• Tn est donc un endomorphisme auto-adjoint de Hn , espace vectoriel de dimension finie, il est
donc diagonalisable.

II.B.) • On sait que un =

n∑

k=0



ek

��u� ek et on a calculé en I.B.


ek

��u� =
p

6

ω2
k

. Dans la base (e0, . . . , en) , le

vecteur un s’écrit donc un =
p

6

n∑

k=0

1

ω2
k

ek .

Si z ∈ Vn a pour coordonnées (z0, . . . , zn) dans la base (e0, . . . , en) , on a z =

n∑

k=0

zkek d’où

T(z) =

n∑

k=0

zkT(ek) =

n∑

k=0

zk

ω2
k

ek , de sorte que l’équation T(z)−
z

ω2
=

unp
6

équivaut à

∀k ∈ [[0, n]] , zk

�
1

ω2
k

−
1

ω2

�
=

1

ω2
k

L’unique solution est donc z =

n∑

k=0

ω2

ω2 −ω2
k

ek .

• z ∈ Hn si et seulement si


z
��un

�
= 0 , ce qui donne (expression du produit scalaire dans une

base orthonormale)
n∑

k=0

ω2

ω2
k
(ω2 −ω2

k
)
= 0 , soit encore ϕn(ω) = 0 .

• Ainsi, pour chacune des n racines de l’équation ϕn(ω) = 0 , on a trouvé un vecteur z tel que

z ⊥ un et T(z)−
z

ω2
=

unp
6
, d’où Πun

◦ T(z)−
1

ω2
Πun
(z) = 0 soit Tn(z) =

1

ω2
Πun
(z) =

1

ω2
z .
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Ce vecteur z étant non nul (puisque z =

n∑

k=0

ω2

ω2 −ω2
k

ek ), il s’agit d’un vecteur propre de Tn pour

la valeur propre
1

ω2
. L’équation φn(ω) = 0 ayant n racines, cela nous fait n valeurs propres de

Tn , endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n , on les a donc toutes.

II.B.) Notons (e′
1
, . . . , e′

n
) une base orthonormale de vecteurs propres de Tn , et (λ1, . . . ,λn) les valeurs

propres de Tn .

Soit z =

n∑

k=1

zke′
k
un vecteur de Hn . Alors Tn(z) =

n∑

k=1

zkλke′
k
et



z
��Tn(z)

�
=

n∑

k=1

λkz2
k
¶

�
max

k∈[[1,n]]

�
λk

n∑

k=1

z2
k
=

�
max

k∈[[1,n]]
λk

�
〈z|z〉

Or les λk sont les réels de la forme
1

ω2
où ω est racine de l’équation φn(ω) = 0 , et on a noté µn la

plus petite de ces racines (I.C.). Donc la plus grande des valeurs propres de Tn est
1

µ2
n

.

Enfin, si z ∈Hn , on a déjà vu que 〈T(z)|z〉 =


Tn(z)

��z� , donc finalement 〈T(z)|z〉 ¶
1

µ2
n

〈z|z〉 .

II.C - -
II.C.) • zn ∈Hn est immédiat par définition.

• Notons pn la projection orthogonale sur Vn , de sorte que pn(u) = un et pn(z) =

n∑

k=0



ek

��z� ek .

On a vu en I.B. que lim
n→∞

z − pn(z)


2
= 0 , c’est-à-dire que (pn(z)) tend vers z au sens de la

norme ‖ ‖2 . De même, (un) tend vers u au sens de cette norme.
D’autre part, zn = Πun

(pn(z)) et, d’après le résultat de la première question préliminaire,

pn(z)−Πun
(pn(z)) =



pn(z)

��un

�
un

2

2

un d’où
zn − pn(z)


2
=

��
pn(z)
��un

���
un


2

. Par continuité du produit

scalaire et de la norme, on a lim
n→∞

zn − pn(z)


2
=
|〈z|u〉|
‖u‖2

= 0 puisque z ∈H .

Finalement, l’inégalité triangulaire
zn − z


2
¶
zn − pn(z)


2
+
pn(z)− z


2

implique que
lim

n→∞

zn − z


2
= 0 .

• Enfin, d’après II.A.,
T(z)− T(zn)


2
=
T(z − zn)


2
¶

4

π2

z − zn


2
, d’où

T(z)− T(zn)


2
tend

aussi vers 0 quand n→∞ .

• On a, pour tout n ∈ N :


zn

��T(zn

�
¶

1

µ2
n



zn

��zn

�
. Pour obtenir l’inégalité demandée, il suffit

de passer à la limite quand n → ∞ , ce qui est possible car l’application (x , y) 7→



x
��y�

est continue (cela découle de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et de la caractérisation d’une
application bilinéaire continue, voir chapitre du cours sur les espaces vectoriels normés).

II.C.) Soit C2 tel que, pour tout z ∈H , 〈z|T(z)〉¶ C2 〈z|z〉 .
En considérant, pour tout entier n , un vecteur propre zn ∈ Hn de Tn associé à la valeur propre
1

µ2
n

, on aura, puisque


zn

��T(zn)
�
=


zn

��Tn(zn)
�
=

1

µ2
n



zn

��zn

�
, C2 ¾

1

µ2
n

.

En faisant tendre n vers +∞ , on obtient bien C2 ¾
1

µ2
.

II.D - Soit ξ ∈A , et z =−ξ′′ . z ∈H d’après la question préliminaire.
Puisque ξ(1) = ξ′(0) = 0 , on a ξ= T(z) d’après II.A.. Le calcul fait en II.A. donne alors :



ξ′
��ξ′�=

∫ 1

0

ξ′2(t)dt = 〈z|T(z)〉=


ξ′′
��T(ξ′′)� .

D’après le résultat précédent,


ξ′
��ξ′�¶ 1

µ2
〈z|z〉 =



ξ′′
��ξ′′� et on peut conclure :

ξ′


2
¶

1

µ

ξ′′


2
.
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