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DS°5 ( le 08/01/2011)

Le DS est constitué du sujet E4A MP 2009, qui suit. On remplacera le début de la partie III (questions 1 et

2) par les questions suivantes :

Partie III

Dans la suite du problème, on désigne par I l’intervalle ]0,1] .

Si f est une fonction continue par morceaux et à valeurs réelles positives sur cet intervalle, on dira que

f est intégrable sur I si

lim
a→0+

∫ 1

a

f (x)dx existe

Cette limite sera alors notée

∫ 1

0

f (x)dx .

1. Soit f une fonction continue par morceaux et à valeurs réelles positives sur I , et intégrable sur cet

intervalle.

Soit alors g une fonction continue par morceaux sur I telle que

∀x ∈ I , 0¶ g(x)¶ f (x)

Montrer que g est intégrable sur I .

2. Soit n un entier naturel. On considère la fonction fn définie sur I par

∀x ∈ I , fn(x) = xn f (x)

a) Montrer que fn est intégrable sur I .

b) Montrer que lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx = 0. [Indication : pour tout ǫ > 0, montrer qu’il existe α> 0 tel que

∫

α

0

f (x)dx <
ǫ

2
, puis écrire

∫ 1

0

fn(x)dx =

∫

α

0

xn f (x)dx +

∫ 1

α

xn f (x)dx ]

Dans la suite du problème, on note :

S f =

∫ 1

0

f (x)

1+ x
dx et, ∀n ∈ N, un( f ) =

∫ 1

0

fn(x)dx

3. suite inchangée
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