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DS°5 ( le 08/01/2011)'

Le DS est constitué du sujet E4A MP 2009, qui suit. On remplacera le début de la partie III (questions 1 et

2) par les questions suivantes :

Partie III

Dans la suite du probleme, on désigne par I I'intervalle ]0,1].

Si f est une fonction continue par morceaux et a valeurs réelles positives sur cet intervalle, on dira que
f estintégrable sur I si

1
lim J f(x)dx existe
a

a—0t
1
Cette limite sera alors notée J f(x)dx.
0

1. Soit f une fonction continue par morceaux et a valeurs réelles positives sur I, et intégrable sur cet
intervalle.
Soit alors g une fonction continue par morceaux sur I telle que

Vxel , 0<g(x)<f(x)
Montrer que g est intégrable sur I.
2. Soit n un entier naturel. On considére la fonction f,, définie sur I par
Vxel , fulx)=x"f(x)
a) Montrer que f, est intégrable sur I.

1
b) Montrer que lim f fn(x)dx = 0. [Indication : pour tout € > 0, montrer qu’il existe o > 0 tel que
n—o0
0

1

x“f(x)dx+f x"f(x)dx]

a

a

a e 1
J f(x)dx < —, puis écrire J fa(x)dx = f
0 2 0 0

Dans la suite du probleme, on note :

1 1
S, = flx) dx et,VneN, u,(f)= | f,(x)dx
f o 1+x ’ > o

3. suite inchangée

Problémes — © T.LEGAY — Lycée d’Arsonval 1/1 4 janvier 2011



GANS

&

€
14

e333
Concours ENSAM - ESTP - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques A MP

Durée4 h

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, d’une
part il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L'usage de calculatrices est interdit.

Probléme

Dans tout le probléme, In désigne le logarithme népérien.

Partie I

Soit  un nombre réel dans | — 1,1].

1. Soit n un entier naturel non nul. Démontrer ’égalité :

LSy 4 EU

l1+z ¢ 1+2
=0



2. En déduire I'égalité :

n (_l)i—l ) /~z (_Untn
In(1 = —'+ ——dt.
n(l+zx) Z z . T1+i

o0
. -1 ; . .
3. Démontrer que la série E (—x converge vers In(1 + z). On citera précisément le
1
i=1

théoréme utilisé.

4 Démontrer les égalités :

S @

5 Soit (un)n>1 une suite décroissante de nombres réels qui converge vers 0.

J=4

v

S—r
|

i. Justifier que la série de terme général (—1)" 1w, converge.

ii. Soit S la somme de la série de terme général (—1)" lu, et soit S, la somme partielle

" 1(=1)"'u;, pour tout entier naturel n > 1.

a) Démontrer que la suite (Son)n>1 est croissante et que la suite (S2p—1)n>1 est
décroissante.
b) Démontrer que S vérifie, pour tout entier naturel n, ’encadrement :

Son <5 < Sop—1.
iii. En déduire, pour tout entier naturel n > 1, I'inégalité :
|S = Snl < un.
6. Soit p un entier naturel. Déterminer un entier naturel N, tel que » .-, ﬂi
valeur approchée de In(2) a 107P, pour tout entier naturel n > Np,. '
7 Soit p un entier naturel. On se propose de calculer une valeur de In(2) & 1077 prés en

utilisant les sommes partielles (>~ ; _—2-;)@1.
i

, . 1 : : :
i. Pour un entier naturel n > 1, on pose R, = > ;2 ., i Justifier I'inégalité :
i
1

s . . 1
ii. Déterminer un entier naturel N, tel que Y i ; 5 est une valeur approchée de In(2) a
107P, pour tout entier naturel n > Nz/r

iii. Comparer N, (introduit dans la question 5) et N,.



Partie 11

Soit m un entier naturel > 1. On désigne par R, [X] le R-espace vectoriel formé par les
polynomes a coefficients dans R de degré < n.

1. Soit P dans R, [X]. Démontrer qu’il existe un unique polynéme dans R,,_;[X], noté ¢, (P)
tel que P(—1) — P(X) = (X + 1)pn(P)(X).

2. Soit ¢, lapplication ainsi définie de R,[X] dans R,,_1[X]. Démontrer que ¢, est une
application linéaire. Déterminer le noyau de ¢,,. L’application ¢,, est-elle surjective ?

3. Ecrire la matrice de ¢, de la base 1, X, X2,..., X" de R,,[X] sur la base 1, X, X2, ... X"~!
de Rn_l[X]

4. Soit P le polynome Y ja;X*. Démontrer que ¢, (P) = E;l:_ol b; X7 ot les nombres réels
by, ..., bp_1 sont définis par :

n

Vi€ {0,..n—1}b = (-1) > (~1)a,

i=j+1

Partie 111

Dans la suite du probléme, on désigne par I lintervalle |0, 1]. Soit f une fonction continue par
morceaux sur I, a valeurs réelles positives, et intégrable sur I'intervalle I.

1. Soit g la fonction définie par :

f(x)
1+a

Ve el, g(x) =
Démontrer que g est intégrable sur I'intervalle I.

2. Soit n un entier naturel. On considére la fonction f, définie sur 'intervalle I par :

Ve eI, fo(z) =2"f(x).

Démontrer que la fonction f,, est intégrable sur I'intervalle 1.

Dans la suite du probléme, on note :

1 1
St :/0 %%dr et, Vn € N, u,(f) :/0 fn(x)dz.



3. Démontrer que la série de terme géncral (—1)"w,, (f) converge.
4. Justifier Pégalité &+ >0 ((=1)"u,(f) = S.
5. Que devient précisément 1'égalité &y dans les cas suivants :
(i) La fonction f est la fonction constante égale & 1 sur l'intervalle /.

(ii) La fonction f est la fonction définie par :

Veel, f(z) =

2

(iii) La fonction f est la fonction définie par :

1
Vo € ], f(.fl) = m

U da

Indication :  On pourra démontrer que Sy :/ 79 et déterminer des nombres
0 X
réels a, b, c tels que
1 a b(—1+ 2z) c
= +

1+a23 1+az 1-z+22 1-xz+a?

Partie IV

1. Soit P un polynéme et soit n son degré. Démontrer 1’égalité :

-1

1 v
/0 P ¢ 0)de = P(-1)s; - / on(P)(@) f(2)da.

0

Soit (T},)nen une suite de polyndomes a coefficients réels qui vérifient les propriétés suivantes :

T, est de degré n,

VneN,{ To(=1) # 0

On pose

-1
Sn = / on(Tn)(@)f(z)dz et My = sup |T,(x)].
0 :L‘E[O,l]



2.

Pour tout entier naturel n, démontrer I'inégalité :

S, — Sn A'[nSf
/ T7 (_1) h ’T,A——l)‘
Partie V

Dans toute la suite du probléme, on considére (T},),en la suite de polynémes définie par récurrence

par :

To(X) = 1
Ty(X) = 1-2X
Thso(X) 2(1 = 2X)Tps1(X) — T (X), pour n € N.

1. Soit (vn)nen la suite définie par v, = T,,(—1), pour tout entier naturel n.

(i) Etablir une relation entre vy,42, Un+1 €t vy, pour tout entier naturel n.

(ii) En déduire l'existence de nombres réels o et 3 tels que pour tout entier naturel n,
v = a3+ V8)" + B(3 — V8)™.

(iii) Déterminer les nombres réels a et (.
Justifier que la suite (7T},)nen vérifie les hypothéses de la partie I'V.

Démontrer que les coefficients du polynome 7),(X ) sont des entiers relatifs, pour tout entier
naturel n.

Démontrer I'égalité T),(sin? 2) = cos (2nz), pour tout entier naturel n et pour tout nombre
réel .

Soit n un entier naturel. Démontrer que M,, = 1 et en déduire 'inégalité :

M, . 2 .
To(—1)] h 3+ \/g)n

Expliquer comment construire une suite de nombres rationnels (¢, ),en telle qu'il existe une
constante K strictement positive vérifiant, pour tout entier naturel n,

K

n2—t,| < ————-
| | (3+V3)"



Partie VI

On suppose de plus dans cette partie que f est une fonction de classe C® sur l'intervalle [0.1].
Soit ¢ la fonction définie sur R par :

f(sin? 2) sin 22

Ve e R, g(a) =
9(z) 1 +sin’z
. Justifier que la fonction g est de classe C° sur R.

. Soit P un polynéme. Démontrer I’égalité :

/1 ) flz)de = /% P(sin® t)g(t)dt.
0 JO

1+

. Soit m un entier naturel non nul et soit 7T}, le n-iéme polyndéme de la suite introduite dans
la partie V. Démontrer ’égalité :

SIS .z

4n? / Mf(x)d:c = (—1)"g’(—7£) -4'(0) - / * cos (2nz) ¢" (z)dx.
Jo 1 +a 2 0

. Soit alors (@, )nen la suite de polynémes définie par :

Vi €N, Qu(z) = (n+ 2)*Tio(x) — n*T) ().

Soit n un entier naturel non nul.

(i) Démontrer I'égalité :

1 , %
A gf—if—?f(ac)dm = ?i-/o (cos (2nz) — cos (2(n + 2)z)) ¢ (z)dz.
(i1) On définit U et V par :
[ Qula) ,, B ‘2 sin(2na)  sin (2(n + 2)z) 5)
U= ; mj(.x)dr et V—/O (- 3 + CEE )g"“ (x)dx

Exprimer U en fonction de 9(3)(%), g3 (0) et V.

(ili) En déduire qu’il existe un nombre réel K tel que, pour tout entier naturel 7 non nul,

on a :

’ 0 1+

K
f(x)da:’ < 3

5. Expliquer comment construire une suite de nombres rationnels (¢, )nen telle qu’il existe une

constante I strictement positive vérifiant, pour tout entier naturel n,

’an—ing_“‘{(_‘—

n3(3 + V&)’



