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CORRIGE DU DM N°3 : CENTRALE PSI 2009 I

Partie I - Réorganisation des termes d’une série semi-convergente

LA.
I.A.1. On suit la définition de I’énoncé.

suite:=proc(x,n)
local k,p,q,s,S,list;
p:=0;9:=0;8:=0;1ist:=[];
for k from 1 to n do
if S>x then
q:=qt+l;s:=2%xq-1
else
p:=ptl;s:=2%p
fi;
S:=8+(-1)"s/s ;
list:=[op(list),s]; # (1)
od ;
return(list); # (2)
end :

I.A.2. Pour obtenir le tracé de I’énoncé, il suffit de remplacer dans le programme ci-dessus :
- laligne (1) par: list:=[op(1list), [k,S]]
- laligne (2) par: plot (list,style=point)

Pour x =—1 et n =70, on obtient alors le dessin suivant :

0
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-0.81 ,°

-1

Le fonctionnement de I'algorithme est le suivant : on choisit le premier indice pair s, non utilisé si S est
inférieur & x et on ajoute alors a S le terme positif u, et le premier indice impair sinon et on ajoute alors
un terme négatif. Les suites (p,) et (g,) permettent de savoir quel est le dernier indice pair ou impair utilisé
(2p, ou 2q,—1).

I.B. On procede par récurrence sur 7.

- Initialement,ona q; =s;=1,S;=—l et py =0 (cas x <0)ou p; =1, =2, S;=1/2 et g, =0 (cas x = 0).
Dans les deux cas, on a la propriété voulue.

- Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang n = 1. On doit encore distinguer deux cas.
- Si S, >x alors gny1 =1+ Gy, Pns1 =Py Sus1 =2Gn—1 €t Sy =S, +u,,  etonalesrelations voulues.

- Si S, <x alors gn41 =Gn, Ppt1 =1+ Py Sus1 =2Pp41 €t S, =S, + u,,  etonales relations voulues.
On en déduit que
card{s(1),...,s(n)}=p,+q,=n

ce qui indique que les s(k) sont deux a deux distincts donc que s est injective.

I.C.
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I.C.1. Soit (x,) une suite d’entiers qui converge vers une limite /. Par définition des limites (avec ¢ =1/2>0)

1
dny tq Yn2=ny, |x,—0] < 3

On adonc, pour n = ny, X, € ]E — %,Z + %[ ; cetintervalle étant un intervalle ouvert de longueur 1, il ne peut
contenir qu'un seul entier. La suite est donc constante a partir du rang n,.

I.C.2. a) Lasuite (p,) est croissante (puisque p,,; estégala p, oua 1+ p,). Si elle est majorée, elle converge.
Etant composée d’entiers, elle est constante a partir d'un certain rang n,. Par définition, on a donc pour
tout n > ngy, S, > x et g,4; =1+ g, ce qui donne (suite arithmétique) g, = n—ng + g, . De plus, pour
n2ngy, Spy1 =2¢qp1 —1=2n—2ny+2q, —1.Ainsi,

n n
1
VR g, Sy =Syt D Uy =Sn— Y 2k—2ny+24,,—1
1 o

k=ny+1 k=ny+

Le changement d’indice j =k —1 donne la formule voulue.

1
La série E est divergente a termes positifs (par comparaison a la série harmonique)
= 2k —2ny+24g,,+1
2Ny

donc ses sommes partielles tendent vers +00 . L'égalité ci-dessus donne alors S,, — —00 ce qui contredit
S, > x pour tout n = ny.

b) Lasuite (p,) étant croissante et non majorée, le théoreme de limite monotone indique que p, — +00.

I.C.3. Le raisonnement est identique pour montrer que (g,,) est de limite infinie : c’est une suite croissante; si
elle est majorée alors elle converge donc est constante a partir d'un rang n, ; pour n = ng,ona S, < x et
S,, — 400 ce qui est incompatible.

I.C.4. Comme 0< p,,,; —p, <1 et p, —+00,les p,, décrivent tout N. Il en est de méme des ¢,, . Avec I'identité
ensembliste de 1.B, on en déduit que tout entier non nul est atteint par s (et pour un entier non nul car
s(0)=0). s estdonc surjective de N* dans lui méme. On a aussi vu I'injectivité et on a donc la bijectivité.

L.D.
I.D.1. On distingue deux cas.
- Si S, > x alors u,, <0 car s,,; =24,+ —1 estimpair et
Us, S Sppp—x <§,—x.
————
=S+, ,—X
- Si S, <x alors u,, , >0 car s,,; =2p,,; estpair et
Sp—x< S,u—x <, .

=S+, —X
a < b < ¢ entrainant |b| < max(|a|,|c]|), on a donc dans tous les cas
ISy41 — x| < max(|S,, — x|, |us,,, 1)
ce qui correspond a I'alternative demandée.

I.D.2. Raisonnons par ’absurde. La négation de la propriété proposée s’écrit :

INeN tq Vn>N, |sn+1_x|>|u5n+1 (*)

Soitalors n>N.Si S, > x ona u, <0 et u,  <S,; —x donclinégalité (x) impose S,.; —x > 0. On
aurait alors par récurrence, pour tout p > n, S, > x ce qui est exclu d’apres I.C.2.

On aboutit a une contradiction semblable sil’on suppose S, < x, en utilisant I.C.3. Ainsi I’hypotheése (x) est
fausse, ce qui démontre le résultat voulu.

I.D.3. Comme 11131 pn, =400, en écrivant la définition de la limite, on obtient qu’il existe n; €N tel que p, > 1
n—+00
pour n 2 n,.De méme, il existe n, €N tel que g, = 1 pour n = n,. Donc

Vn>max(n,, n,), p,=1 et q,>1.

Probléemes — © T.LEGAY - Lycée d’Arsonval 2/8 27 octobre 2013



— CORRIGE DM N°3 — PSI*13-14

IL.D.4. Comme s,,; vautsoit 2p,,; soit 2¢,,,1 —1, la question L.D.1 montre que
|Sn+1 - X| < maXUSn - X|, | us,H_l |) < maXUSn - X|, | uZp,H_l |’ |u2q”+1—1 |) =Uy
De plus, la croissance de (p,,) et (g,) ainsi que la décroissance de (|u,|) donnent
qupn+2| < |u2pn+1| < Un et |u2qn+2_1| < |u2[h+1_1| < Un -
On en déduit finalement que
Uny1 = max(|Sn+1 —xl,| u2p,,+2|r | Uzg,.,—1 N<v,.
La suite (v,,) est décroissante et minorée (par 0) et donc converge. D’aprés 1.D.2,
VN, dny >N tq 0< v, < ‘us(,,NH)‘ .

uan — 400, ny — +00 et on peut passer a la limite ci-dessus (les termes admettent une limite) et on
dN-—-+ N —+ t on peut p a la limit d (lest dmettent limite) et
obtient

lim v,=0.
n—+00

L.D.5. Puisque 0< S, — x| < v, on en déduit 11131 S,=x.
n—+00

oo
On a donc bien trouvé une permutation s de N telle que Z Ugn) = X ).
n=1

LE.
L.E.1. Ce résultat est une conséquence directe du théoreme de comparaison série-intégrale, dont il faut savoir
refaire la démonstration.

Une autre démonstration possible, tout aussi importante a retenir, est la suivante :
n

1
Soit u,, :Z P —In(n).Ona
k=1

1
Uy —U,=——+In|1— ~ ———— (apres un petit D.L.)
T ( n+l)n—>+o<> 2An+1p P p
> (141 — uy) est ainsi absolument convergente et donc aussi convergente. Comme

n—1

Z(ukﬂ —U)= Uy — Uy
k=1
on en déduit que (u,) converge. En notant y sa limite, on a alors
1
Z— =In(n)+y+o0(1).
ok

I.LE.2. On a alors

n

n 1 2n 1 1 1 . ) S
- - — — =In(2n)— =1 L 1N==1 In(2)+ X .
;2]6—1 ; ;216 n(2n) 2I1(n)+2+0() Zn(n)+ n( )+2+0()

=1

L.E.3.
a) On proceéde par récurrence sur 7.
- Comme en B, le résultat est initialement vrai que x >0 ou x <0.

. .. B . . |
- Supposons le résultat vrai jusqu'a un rang n > 1. S8i §,, > x alors on ajoute u; 1 = —5—— et
Pn+1 = pPn - Sinon, on ajoute uy, == 2;;;“ et g,+1 = g, . La formule reste donc toujours vraie au rang
n
n+l.

b) Comme p, et g, tendent vers +00, on a
1 1 Y
S, = E(ln(p,,)+7+o(l))—(aln(qn)+ln(2)+E +o(1))

_ %m(%)—ln(Z)-i-O(l)

_ %m(nf”pn)—ln(zuo(l).
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—2Xx
n
¢) Comme S, — x, on a (continuité de exp) — 4e2* c’est a dire — — +1 ou encore
n—py Pn
4n
P ey

et de la méme facon (en remplacant p, par n— g, dans la formule de la question précédente)

n
™ gerx
d) On prouve comme en a) que
g |= D 4 D
k=1 k=1 2k k=1 2k—1

et, comme en b) , on obtient alors
- 1 1
D s, 1= 5 In(p, )+ +1n(2) + (1)~ > In(p, ).
k=1

Puisque p, et g, tendent vers +00 on a alors, en utilisant les équivalents trouvés en c) :

4n?
In(p,qy,)~ ln((4+ =t +4eZX)) ~2In(n)

et donc
|usl|+"'+|us"| _
]+ +u,l

n—+00

(numérateur et dénominateur sont tous deux équivalents a In(n)).
Partie II - Suites vérifiant (P, ) et (P,)

IL.A. Soit (u,,) une suite bornée et M un majorant des |u,|. Ona
VneN, |a,u,| <|a,|

La convergence absolue de la série >_a, entraine celle de >_a, u,, d’apres le théoréme de comparaison pour les
séries a termes positifs, et (P;) est vérifiée.

II.B. Cette question consiste a démontrer la régle d’Abel, cf. DM n°2...

IL.B.1. Comme C est complet, la convergence de la série > |a,,, —a,| entraine celle de > (a,,—a,) ce qui, en
revenant aux sommes partielles et grace a un telescopage, équivaut a la convergence de la suite (a,,).

II.B.2. En posant U_; =0,0na

N N N N
Z aplUy, = Z an(Un _Un—l) = Z a,Uy, _Z aUp_; .
n=0 n=0

n=0 n=0

On effectue le changement d’indice k = n —1 dans la seconde somme et on regroupe les termes de méme
indice pour obtenir

N N-1 N-1

a,u,=ayUy+ Z(ak —ap)Ug+agU_, = ayUy + Z(ak — 1)Uy
=0 =0 =0

(il s'agit de la transformation d’Abel).

Supposons que la série > u, converge. La suite (U,) converge donc. Comme elle est bornée et que
> (a,—a,41) converge absolument, la question IL.A indique que la série > (a,,—a,,)U,, converge. De plus,
(a,U,) estune suite convergente (produit de telles suites). L'égalité prouvée ci-dessus implique alors que la
série Y a, u, converge (la suite des sommes partielles admet une limite). On a donc prouvé la propriété (P,)
pour la suite (a,,).
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a . . - s
II.C. Posons u, = —— si a, #0 et u, =1 sinon. On a alors, a,u, = |a,| (on le vérifie dans les deux cas). Ainsi,

|a,|

> a,u, diverge et on a (u,) qui est bornée puisque formée d’éléments de module 1. La suite (a,) ne vérifie
donc pas (P;).

Finalement, les suites vérifiant (P;) sont exactement celle dont la série associée converge absolument.

IL.D.

IL.D.1. On applique les définitions de ’énoncé.

IL.D.2.

a) Supposons que la suite (p,,) est constante a partir d'un certain rang N. On a alors (g,,) qui reste constante

exemple:=proc(n)

local k,p,e,A,list ;
p:=0;e:=1;A:=9/4;1ist:=[[0,p,e,Al];
for k from 1 to n do

if A>=p then
p:=1+p;e:=e/2

fi;

A:=A+ex9/ (4x(k+1));

list:=[op(list), [k,p,e,Al]

od :

list
end:

Les six premiers termes trouvés sont

1 393 1 1983 1 999

1 45
: l 15,4, —,
16" 640 16’ 320

9 1
[010’11 Z]r [1’11_ ]’ [212’213]1 [3’31_ ]r [414’

>'16 8’128 1

a partir de ce méme rang et donc

n
V>N, A, =Ax+ey D ay

k=N+1

Comme ) a, est une série divergente, les sommes partielles de cette série tendent vers +co. Comme
ex > 0 (tous les €; sont > 0 par récurrence), I'identité ci-dessus indique que A, — +00. Il existe donc
k>N tel que Ay = p = py etalors pr, =1+ pr # py e qui est une contradiction.

On a donc prouvé par I'absurde qu’il existe n > N tel que p, # p,_, etdonctelque p,=1+p,_;.

On peut alors montrer par récurrence que la suite (n;) de I'énoncé est bien définie puisque si n; est
connualors {neN tq n>n; et p,=1+p,_1} estun ensemble non vide d’entiers et qu’il contient donc
un minimum.

b) Pour k>1,ona ny=min{rneN tq n>n;_, et p,=1+p,_1} etdonc

Priy = Prjy+1 =" = Pny—1 et Pn. = 1+ Pni_,
d’ou'on déduit que
Snk—l = Snk—1+1 == Enk—l et Snk = —€

2 Mgy *

Comme p, =p, =0 et ¢, =¢,=1, on en déduit par récurrence que

1
Vk, p,, =k et snkzz—k.
(e,,) est décroissante et minorée par 0 donc convergente. De plus, (g, ), est une extraite de (g,), (lasuite
des n; croit strictement) et est de limite nulle. Ainsi, on a
lim ¢, =0.
n—+oo n
De fagon similaire, la suite (A,) des sommes partielles de la série > a,¢, est croissante et on en a une
suite extraite qui tend vers +00 (A,,_; 2 pp, 1 = Pn,_, = k—1— +00). Onadonc A,, — +00 et la série
> aye, diverge.
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¢) Auvu des termes calculés en IL.D.1, pour la suite envisagée ici, on a
m=1n,=2,n3=3

puisque p; =1, p,=2 et p;=3.
I1.D.3.
a) On gere un indice m tel que le dernier élément ajouté a la liste est [m, u,, ]. Par rapport a la fonction
exemple, on doit gérer I'évolution de m (et la liste construite n’est pas la méme).
indexer:=proc(n)
local k,p,e,A,list,m;
p:=0;e:=1.0;
# on force a faire les calculs en flottant sinon Maple fait tous les calculs dans le cor]
# ( des rationnels et cela prend un temps fou!
A:=1;1ist:=[[0,0]];m:=0;
for k from 1 to n do
if A>=p then
p:=1+p;e:=e/2;
m:=m+1;
list:=[op(1list), [m,k]]
fi;
A:=A+e/(k+1)
od :
list
end:
b) On avu plus haut que
Ank—l Z Pp—1 = Py, = k—1.
Onak—-1=p,  =-"=p, et = -+ = g,;. Si on suppose que n; —2 > n;_,; alors

1 Cmea
Pre—1 = Pn—2» €npm1 = Ep—2- Ainsi A, _, < p,, _, (sinonl'indice p aurait augmenté) et

1 1
Ank—l :Ank—z +an—18n,1 :Ank—z +———<(k—-1)+

1y 2k-1 7y 2k-1 ’
On en déduit que
1 1
Ap =A, 1 tape, <(k—1)+ P T + (07 np)2r
Comme ny = k et k >3, on en déduit que
1 1 1 1
A, <k—1+ + <k—-14-+—<k=
"k k2k=1 (14 k)2k 6 32 Pr
etonadonc py., =p,, et €, =¢, puis
1 1 1 1
A1+nk :Ank + a1+nk£1+nk :Ank + W <k—1+ E + 3—2 + E <k= pl+nk
ce quidonne po.,, = Prip, = Pp, €t Ny >2+ 14
c) Par définition,
Npp1—1
App1 =8t Z ajej.
J=ng

Par définition de n; et n,, les ¢; ci-dessus valent tous ¢,, =1 /2k et donc
A A Npp1—1 1
ment A =58 24

J=ng

Une comparaison série-intégrale (avec la fonction décroissante ¢ — 1/¢) donne

ln(1+nk+l): 1+nk+1£<nk+zl_l 1 < nmgzln(nk“)
1+nk 1 t 4 ].+] e t n

+ny Jj=ng

1 1+ 1 Ngt1
— In| —%*L ) < A, < — .
2k ln( T+ ) Ancamt “An1 S o ln( e )

etonadonc
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d) Comme n3—2=49>2=n,, on montre avec IL.D.3.b et une récurrence que
Vk > 3, nk—2 > Ng—

et on a ainsi

1
V=23, k—1<A, <(k—1)+m.
De I'inégalité de droite, et comme A, _; 2 k, on déduit que
< 1
Ank_l S M +An‘k+l_1 - 1

ce que l'on peut écrire
1

Ank+l_1 _Ank_l > ]._ M .
Avec la question précédente, on a alors

n 2
1n(ﬂ) >2FA,, i —A, )2k
Ny Ny

On peut écrire par ailleurs que

1+ 1 1
ln(nkﬂ):ln(&)—ln(l+ )+ln(1+—)
1 1+ ny Mgt 1

ce qui nous donne, avec la question précédente,

n 1 1
1n(ﬂ)<zk(A,,M_1 —Ank_l)—ln(l—i— )—i—ln(l—i——).
Ny N1 Ty

On utilise alors la question b) et k—1<A,, _; pour obtenir

1
Ap1 Sk+——<A

+1+
2k Ry

Nj—1
2k Ry

et on combine les deux derniére inégalités pour en déduire

n 1 1 1
ln(ﬂ)<2k+ +ln(1+—)—ln(l+ )
ng N1 ng N1

La nature de la suite de terme général w; =In(n;,)—2* estla méme que celle de la série de terme général

N1
Wiy — Wi zln(n— —Zk .
k

e

~—

La question précédente donne

2 1 1 1
—— K Wiy — Wi < +In(1+— |-In[ 1+
ng N1 ng Ni+1

ce qui entraine

2 1 1
|wk+1—wk|<—+ln(1+—)—ln(l+ )
ny ny Njet1

In(1+ nik)—ln(l + ﬁ) estle terme général d’une série convergente carla suite de terme général In (1 + - )

converge (elle est de limite nulle puisque n, — +090). Ainsi, pour prouver que »_ Wy, — Wy converge
absolument, il suffit de montrer que la série > n% converge. Or, on a évidemment

An:Zaksk< akzzzzln(n)+Y+o(1)

k
et donc, pour k suffisamment grand, k—1<A,, _; < %ln(nk) ou encore

—
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ce qui montre que Y. n% est une série a termes positifs convergente.
Finalement, (w;) est une suite convergente.
En notant ¢ la limite de la suite (w;), la continuité de I'exponentielle donne e"“* = n; e 2" - el et donc
(comme e’ #£0)
ny ~ Ce? avec C=e!.

On sait que si x,, ~ y, — +oo alors In(x,)~1In(y,), on en déduit ici (en utilisant deux fois ce résultat) que
In(n;) ~ 2% et In(In(n;)) ~ k1n(2).
La question b) donne alors (on a vu que 'inégalité de cette question est valable pour tout k > 3)
In(In(ny))
In(2)

Soit n un entier. Il existe un entier k tel que ny —1 < n < ng; —1. On remarque que n; est de
limite infinie quand n — 4+00 (k dépend de n et est de limite infinie quand n — +oo lui aussi).
In(In(n; — 1)) < In(In(n)) < In(In(n;4;)) et majorant et minorant équivalent tous deux a In(In(rn;)) (et aussi
a kIn(2)). Ainsi In(In(n;)) ~ In(In(n)). De plus on a I'encadrement A,,_; <A, <A, ;. Majorant et

Api~k—1~k~

minorant sont tous deux équivalents a k c’est a dire a %&U) c’est a dire a %&;’D . On a prouvé que
In(In(n
)

Etant donnée la rapidité de croissance de la suite (7;) et la lenteur de la croissance de la suite (A,,), la
fonction indexer ne nous donnera beaucoup d’éléments de cette suite!
Par exemple, indexer (100000000) renvoie aprés quelques minutes de calcul :

[[0,0],[1,1],[2,2],[3,51],[4, 147852]]

ILE.
ILE.1. Soit (¢,) une suite de limite nulle. On pose ¢/, = signe(a,)e, . (¢/,) est une suite de limite nulle et donc
> a,e,)=> ¢,la,| converge.
ILE.2. Si > |a,| divergeait (par 'absurde), la question IL.D donnerait une suite (¢,) de limite nulle telle que
> la,le, diverge et on obtiendrait une contradiction. Ainsi, »_|a,| converge.

ILE
IL.LE1. Supposons, par I'absurde, que (a,) n’est pas bornée. Pour tout M et tout N, il existe un entier n > N
tel que |a,| =2 M (sinon, la suite (a,),>n est bornée et (a,) 'est donc aussi). On peut ainsi construire par
récurrence une suite n; telle que |a,|>1 et

Yk =0, ey =min{n > ng/ |a,| =251}

Soit alors (x,,) telle que

1
Vk’ xnk = Z_k
les autres x,, étant nuls. La série Y. x,, converge (la suite des sommes partielles est croissante et majorée par
S 2)et
—=2)e
k
=2

Yk, |x, a,1>1
ce qui montre que (x,a,) n'est pas de limite nulle et entraine la divergence de ) x,a, en donnant une
contradiction.

II.LE2. Parle méme calcul qu'en II.B.2 on a
n n
(%) Zsk(akﬂ_ak): (k1 —&x)ar +€,0p41 — €04 -
k=0 k=1
€r_1—€; estle terme général d'une série convergente (puisque la suite (¢;) converge) et donc > (ex_; —€;)ax
converge. De plus ¢,a,,; — 0 (produit d'une suite bornée et d'une suite de limite nulle). (x) montre alors
que la série > ¢,(a,; —a,) converge (la suite des sommes partielles admet une limite).

ILE3. La question ILE montre alors que la série »|a,, —a,| converge.

IL.LE4. Onafinalement prouvé que les suites vérifiant (P,) sont exactement les suites (a,,) telles que >’ |a@,1—a,
converge (une telle suite est dite a variations bornées).
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