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DM N°9 (pour le 08/01/2002)

PROBLEME 1:

- Dans tout le probléme, les espaces vectoriels considérés sont réels.
— Quelgues définitions:

— Soit F un espace vectoriel . Si (a,b} € E?, on appelle segment d’extrémités a et b, et on note [a,b], 'ensemble
des vecteurs ta + (1 — ¢)b lorsque ¢ décrit [0,1].

- Une partie A de F est dite convexe si: V(a,b) € 4% | [a,b] C A.

— Soit 4 une partie convexe de E, a un élément de A. On dit que a est extrémal dans A4 si la partie A — {a}
est convexe. On note £(A) 'ensemble des éléments extrémaux de A.

— Une application f d’une partie convexe A d’un espace vectoriel E, & valeurs dans R, est dite convexe si:

Viab) € A2 Wt € [0,1], f(ta+ (1 ~ 1)b) < tf(a) + (1 — ) f(B).

- 5i (E,/V) est un espace vectoriel normé, on notera By = {z € E, N{z) < 1} la boule unité fermée de {E,N)

et Sn = {z € E, N{z) = 1} la sphére unité de (¥,N).

PARTIE 1

1°) Soit E un espace vectariel , A une partie convexe de F, a un élément de A.

1
Soit P, Pénoncé: « V(ay,no) € A%, a = §(a1 +a2) = a=as »

{a) Montrer que: a € £(4) = P,.
(b) Montrer que: a ¢ £(A) = Iar,a2) € A%, a1 # as, et 3t €]0,1{ tq a = tay + (1 — t)ay.
(¢) En déduire: a € £(A) & P,. B
2°) Soit (E,N) un espace vectoriel normé.

{2) Montrer que By est convexe.

(b} Montrer que: £(By) C Sn.

1
(c) Soient (e1,a2) € By, distincts. Montrer que, si a = E(al + a2) appartient & Sy, alors a) € Sy et a2 € Sy

En déduire Péquivalence:
E(By) # Sy & I(ab) € 5%, a#b, tels que [a,b] C Sy.
{d) Donner un exemple simple ot £{By) # Sy {on pourra considérer £ = R* muni d’une norme convenable).

3°) Dans cette question, £ = R*(n € N*). E est muni de la norme euclidienne canonique définie par: || (z1,...,2a) ||=

n
§ 2
i -

i=1

(' désigne une partie convexe de R", fermée, bornée, d’intérieur non vide, et symétrique (i.e: Vr e C,—z € C).
gn P Y

{a) Montrer que C est un voisinage de 0.

(b} Soit z € R*. Déduire de la question précédente que I'ensemble:
{Ae Ry , r € A.C} n'est pas vide (A.C désignant Pensemble {Ac, c € C}).
Cn pose alors, pour tout « € R™: jelz) =inf{A € R% ,z € AC}L

{c) Montrer que jc est une norme sur R".

(d) On note B, = {z € R, ja(z) < 1}. Montrer que: B,.C C C By
En déduire: B;. = C.

PARTIE 11

Soit E un espace vectoriel . St NV est une norme sur E, on note Py la propriété suivante:
«V(wy) € E®, N(z+y) = N() + N(y) = {zy}lié» :
On rappelle qu'une norme NN est dite euclidienne s’il existe un produit scalaire (i.e une forme bilinéaire symétrique



définie positive) ¢ : F x F -» R telle que: Vo € E, N(z) = /p(x,z).
1°} Montrer que: N euclidienne = Pp vrale.

(1) I'énoncé: Py est vérifiée

(2) 'énoncé: E{By) = Sy

(a) Etablir: {1} = (2) (utiliser 1.2.c).

{b) Socient f,g des applications de R, dans E. On suppose:
f convexe; g affine; f(1) = g(1); Vt € Ry, f(t) < g(t)

2°) On note:

Démontrer que: f =g .
(c) On suppose icl (2) vérifiée.
On consideére des vecteurs u et v de E, non nuls, tels que N{u) = 1 et N{u+v) =1+ N{z). Solent f et g
les applications de R. dans R définies par:
VteRy, f(8) = N{u+tv) gft) = N(u) +tN(@w)
A l'aide de la question précédente, montrer que f = g.

En déduire que le vecteur w = mfu vérifie: w € Sy et N{u+w) = N(u) + N(w).
#

Montrer alors 'égalité: w = u.
{d) En déduire I'implication: (2} = (1} (si 2,y € E sont non nuls et vériflent N(x + ) = N{z) + N(y), on
1

ourra poser © = ——& et v = ———y, et utiliser (¢} ).

3°) On considere ici 'espace B2 muni de sa structure euclidienne canonique.
On note ' la partie de R? définie par:
C={(zy) € R’ s lzb < et [yl Sl—mz}
{a) Représenter graphiquement C.
{b) Montrer que C' est une partie convexe, fermée, bornée, d’intérieur non vide, de R®.
{c) On note N la norme N = jo (cf. 1.3}. Déterminer Sy. Montrer que Py est, vérifide.
(d) On veut démontrer ici que N = jo n'est pas une norme euclidienne {autrement dit, la réciproque de ia
propriété établie en II.1 est fausse).
Pour cela, on procéde par Pabsurde; supposons done N euclidienne.
Démontrer que, dans ce cas, il existe a,b,c réels avec ¢ — ab < 0 tels que:
By = {{z,y) € B | ax® + by? + 2cxy < 1}
Conclure.

PROBLEME 2:

On note ici £ un espace préhilbertien réel.

On notera (z]y) le produit scalaire de deux vecteurs x et y de E. On notera || || la norme associée A ce produit
scalaire, et la topologie considérée sur E est celle définie par cette norme.

Si {z,y) € E*, on notera d{z,y) =||z—y || .

Enfin, on supposera que l'espace vectoriel normé (E, || ||) est complet (E s'appelle un espace de Hilbert).

1°) (a) Démonsrer l'identité:
Vaw) € B z+y P +llz—v =20l P+ 1wl

(g . - . bt+e
(b) En déduire que, si a,b,c sont trois éléments de E et si m = —5 s on a:

1
fla=bl +lla—c|®=2a—m|*+5[b-c|
2°) Soit A une partie non vide de E, et @ un élément de E. Justifier I'existence du réel d(a,4) = i‘rglil d(a,z).
T

3°) On suppose désormais que A est une partie convexe, fermée, non vide, de F. a désigne toujours un élément
quelconque de E.

(a) Montrer qu'il existe une suite {z,).en d’éléments de A telle que lir_ix_l da,z,) = d(a,4).
n—+o0

(b) En utilisant la convexité de 4 et la question 1.b, montrer que {z,) est une suite de Cauchy.



(c) En déduire qu'il existe o € A tel que: d(a,A) = d{a,a).

(d) En utilisant 1.b, démontrer que « est Punique élément de A vérifiant I'égalité d(a,A) = d(a,q).
« s’appelle la projection de a sur A.

4°) Ainsi, si A est un convexe fermé non vide de E, on a défini une application p4 : E — E telle que:
(Ve E, palz) € A; (i)Vy € A, |z —paz) lI<liz -yl
Le but de cette question est d’établir une nouvelle caractérisation de la projection pa(z) de z sur A, soit:
(*) Vye A, (z - pal@)lpalz) —y) 2 0.
{a} Moatrer que cela équivaut a4 démontrer l'égalité des ensembles B et E» suivants:

Ey= {z€A,Vyed, lz-z|<llz—yi}
Ey= {z€ A, Vyc A, (z—z]z—y) 20}

(b) Montrer que F) = Es,

Pour cela, on pourra commencer par établir I'identité

2 2 2
**) llz—yll —llz—2z"=20z-zz-y)+llz -y
et en déduire l'inclusion E; C Ey; pour prouver l'inclusion inverse, on pourra écrire (**) en remplagant y
par y; =ty + (1 — t)z avec t € [0,1].

5°) Montrer que 'inégalité (*) est encore équivalente & la suivante:
(***) V() € E* , (z — pa(@)lpalz) - paly)) > 0.

6°) On rappelle qu'un cone de sommet O (dans R") est une partie non vide C de R" invariante par toute homothétie
de rapport strictement positif, c’est-a-dire: VA > 0, AC = C.
On définit, a partir d'un cone C de sommet O, 'ensemble polaire de C, noté C, par:

Ct={yeR"|Vz€C, (zly) <0} -

(a) Montrer que C' est un ¢dne de sommet O, convexe et fermé.

(b) Si C est un sous-espace vectoriel de R", que représente ¢ 7

7°) Soit C un cbne convexe fermé de sommet O, et C* son cone polaire. On se propose ici de démontrer le théordme
suivant ;
tout z € R* peut s’écrire de fagon unique sous la forme z = y+y*, avecy € C et y+ € CL et (ylyt) = 0.

{a) Montrer 'unicité de la décomposition ci-dessus (en supposant qu'elle existe), et qu’elle est nécessairement
de la forme: & = po(z) + poo (z).

(b) Montrer que x — pc(x) est un élément de O

¢) En utilisant P'inégalité (¥), achever la démonstration du théoréme.
g

8°) Etude d’un exemple: le but de cette question est de montrer que les résultats précédents peuvent n’étre plus
valables dans le cas d’un espace de Banach quelconque {i.e si la norme n’est pas euclidienne).
Soit £ = C([0,1],R) I’espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans R, muni de la norme [{ ||oo.

(a) Démontrer que (F, || ||leo) est complet.
{b) On note C l'ensemble des f € E telles que:
Vi€ [0,1], F(2) = 0; fdécroissante; 1< f{0) <2
1
et [ fio)dt = f0)—-1
0

i. Montrer que C est une partie convexe fermée et bornée de (E, || |loc )
ii. Montrer que d(0,C) = 1.
iii. Montrer qu'il n’existe aucune f € C telle que d(0,f) = 1.




