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La clarté et la rigueur des raisonnements, ainsi que la qualité de la rédaction (présentation,
lisibilité, orthographe) seront des éléments importants d’appréciation des copies.

Il est notamment demandé aux candidats les résultats obtenus et de faire appa-
raitre clairement les théorémes utilisés et les points clés de leurs réponses. En particulier pour les

questions dont l'énoncé fournit la réponse, le détail des calculs ou des justifications doit figurer
explicitement sur la copie.

“L’usage de la calculatrice est autorisé”.

Notations :

* Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul. On note [1,n] = {1,2,...,n}.

¢ Soit E Vespace vectoriel des fonctions f : R — R définies, continues, 2 m-périodiques et
impaires sur R. .

e Pourj e N*, on note ¢; la fonction définie pour toutx € R par ¢; (x) = sih( jx).

Pour n € N*, E, désigne le sous-espace vectoriel de E engendré par ¢;, @9, ..., ¢n ; On note
alors E, = Vect(¢1, 3, ..., ¢n).

¢ On munit E du produit scalaire

<f,g>=-]l/ﬂf(t)g(t)dt :
™ Jo

(on ne demande pas de démontrer que c’est un produit scalaire sur E).
e Pour fe E, on note ||f]|, =Sup{|f(t)], t € R}.

¢ On note M,(R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’'ordre n a coefficients réels.

Partie I
Dans cette partie I, on fixe n ¢ N*.
On note alors pour toutp € Z, 6,= PT . donc 8p=p 61.

n+1l

1° Calculer <¢,, ¢,> pour (p,q) e 1, nl?.
En déduire que B = (93, @9, ..., ¢n) est une base orthogonale de E,,.

2° a) Montrer que

2n+1 .
VpeZ2) Z cos(k 6,) = { 2n+2 sip= 0 modulo (2n+2)
k=0 0 sinon .



CONCOURS COMMUN ECRIN
Mathématiques 1 2/4

b) Pour (p,q) € [1, 7] x Z, on note

n
Spq = sin(k 8,) sin(k 6;).
k=1

Montrer que
2n+1

Spq = % Y sin(k 6,) sin(k 8,).
k=0

¢) Déduire de ce qui précéde que pour (p,g) e [1,n] xZ ona

2_;_1 si ¢ = p modulo (2n + 2)
SP.Q =y _nri ; 1 s1 g = —p modulo (2n + 2)
0 dans tous les autres cas.

a) CalculerAf, en utilisant les formules du 1.2.c).
2
+1

b) Montrer que B, est diagonalisable dans M,(R) et déterminer ses valeurs propres.

Montrer que la matrice B, = A, est une matrice orthogonale.

¢) Etude d’un cas particulier : Dans cette question seulement, on suppose » = 3.
Déterminer B3 et une base de chaque sous-espace propre de B3 (on choisira des vecteurs de
premiére coordonnée 1).

4° a) Montrer que pour tout élément (x1, x2, ..., x,) € R”, il existe une unique fonction € E,
telle que A(8,) =x, pour tout p € [1, n].
Montrer que si (23, 2, . . ., 2,) sont les composantes de 2 dans la base B, alors

2 X1
22 | _ 2 A | %2
Tn+l1T"

Zn Xn

b) Pourje [1, n], on note v; 'unique fonction de E,, telle que

. ay_s. . J1 sii=j
(Vie [LnD) v (8)=8y= {0 i
Montrer que I'= (3, ¥2, . . ., Yn) est une base de E,,.
Montrer que pour fe E, on a

n
=3 F®)v;.
J=1
En déduire la matrice de passage de la base I" a 1a base B.

¢) Soit u 'application qui a tout élément fde E, associe la fonction u(f) définie par

VxeR ulf)w)=flr+——)+f(x-

n+1

T
n+l”
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Montrer que u est un endomorphisme de E,,.
Déterminer les matrices de u dans les bases I et B, notées respectivement G et F.
En déduire le produit matriciel A, GA,, .
Partie 11

pT

Soit n un entier strictement positif. Dans cette partie, on note pour toutp € Z, 6,(n) = 31

1° a) Soitfe E. Montrer qu’il existe une unique fonction k2 € E, telle que
(Vpe [L,nD) hA(8,(n) =f(6,(n)).

On notera F,(f) cette fonction 2. Onadonc: (V pe [Lnl) F.(f)(6p(n)) =f(68,(n)).
On notera enfin

Fuf) =Y d™() o

k=1
la décomposition de F,,(f) dans la base B =(¢1, 92, ..., ¢n).

b) Etude d’un exemple : Dans cette question, on considére la fonction g définie sur R par
g(t) = (sint)®.
Montrer que g € E et déterminer les fonctions Fy(g), Fa(g) et F3(g).

2° Sin = 1 est fixé, montrer que l'application F, de E dans E, qui & f € E associe Fp(f) est
linéaire et déterminer sa restriction & E,,.

3° Soitfe E.

a) Montrerquepourn =1

(V ke [L,nl) 4= n—% Zf( 8p(n)) sin (& 8, (n)).
p=1

b) Montrer que pour k = 1fixé, la suite (d{”(f)). _,. admet une limite qu'on exprimera 2
l'aide d’une intégrale qu’on ne cherchera pas a calculer. -

Dans la suite du probléme, pour fe E et 2 = 1, on note

b(f) = 2 /mf(t)sin(kt)dt
™ Jo

et .

Z bi(f) sin(k?)

k=1
la série de Fourier de f.

Enfin, pour f € E, on dit que f est développable en série de Fourier sur R si et seulement si la
série de Fourier de f converge simplement sur R et admet f pour somme.

- 4° Montrer que si f € E est développable en série de Fourier sur R, alors

Ve NIV ke lLnD) &) =0+ [Bruzninsl) - boisanensf)]

s=1

(on pourra utiliser les formules du 1.2) ).

5° Dans cette question, on considére 4 nouveau la fonction g(¢) = (sin ).
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a) Montrer que g est développable en série de Fourier sur R et déterminer son développe- "
‘ment.

b) Retrouver, en utilisant les résultats de la question I1.4), les fonctions F(g), Fa(g), F3(g)
et déterminer Fj(g) pourj > 3.

Partie III

Dans toute cette partie, on considére la fonction

*©  sint
f@) = /; m dy.

1° Montrer que f(t) est défini pour toutz e R.

2° Pour y fixé dans [1, +oo[, décomposer en éléments simples sur C la fonction de la variable
complexe z
2
z¢ -1
L) = 22 -2zchy+1
En déduire, en posant z = e'’, que si t est fixé dans R

+C0

sint Z 2sin(nt)

(V ye [1+00D Al = -

chy —cost =

n=

3° Déterminer la limite quand n tend vers +oo de

+0  o—ny
Wy = / dy.
1

1-e™

En déduire que
— 2¢7"
VieR fO=)
n=1
et que la convergence de cette série est uniforme sur R.

sin(n t)

4° Montrer que f € E, que f est développable en série de Fourier sur R et déterminer sa série '
de Fourier. X .
Vérifier que (V je N*) |b(f)] <2e7.

5° Pour n € N*, on note S,(t) la somme partielle d’ordre 7 de la série de Fourier de f et R,(t)
son reste d’ordre n, soit

Sa®) =3 bi(f) sinkt) et Rn(®)= Y bi(f) sin(kt).

k=1 ) k=n+1
a) Montrer que Fp(S,)=S,.
b) Montrer que ||Ryll,, <4e ™V,

n
¢) Sionnote Fr(R,)(®) = Z r,ﬁ") sin(kt), montrer, en utilisant I1.4), que
k=1

ri| < 8ch(k)e= @2,

6° Déduire de ce qui précéde que la suite de fonctions (F,(f)) neN+ Converge uniformément vers
[ sur R.



