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PROBLEME I (ECRIN M 1995) |

Partie I

1
1. — Si p # ¢, on obtient, en écrivant sin px sin gz = 3 [cos ((p — q)z) —cos ((p+ q)x)], (¢p|pq) =0.

1 — cos(2px)
2

— B est donc une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E,, , donc est une famille libre. Par définition
de E,, c’en est aussi une famille génératrice. Donc c’est une base orthogonale de E,, .

— Si p = ¢, on obtient, en écrivant sin? px = s (oplep) =3

2. a) On écrit

2n+1 2n+1
Z cos(kf,) = Re (Z e )
k=0

2n + 2 sid, =0 (mod 2m)
= 1— e(2n-i—2)i0p )
R@ (w) S1non
2n+2 sip=0 (mod 2n + 2)
= 1— 2ipm
Re (%) sinon
1 — et

2n+2 sip=0 (mod 2n+2)

0 sinon

b) Pour k =0, le terme est nul. On est ramené & montrer que

2n+1
Z sin(ké),) sin(k6y) Zsm kb)) sin(kfy)
k=n+1 k=1

En changeant k en 2n + 2 — k, on obtient

2n-+1 n+1

> sin(kf,)sin(kf,) = Y _ sin(2m — k6,) sin(27 — ko)
k=n+1 k=1
n+1

(— sin(kd,)) (— sin(k6),))

(]

n
= Z sin(k6,)sin(kB,) puisque le terme pour k = n + 1 est nul

¢) On écrit
sin k6, sin k6, = % [cos(k(0, — 04)) — cos(k(b, + 6,))] = % [cos(k(Op—q)) — cos(k(Optq))] s

et on applique 2.a), en remplacant p par p — ¢, puis par p + ¢ (sachant qu’'on ne peut pas avoir
simultanément p = ¢ (mod 2n + 2) et p = —¢ (mod 2n + 2) puisque p € [1;n]).

3. a) D’apreés la formule du produit matriciel, le terme d’indice (i,j) de A2 est égal a :

Z a; Kak,j = Z sin(ik6; ) sin(kj0,) = Z sin(k0;) sin(kd,) = S, ; -

k=1 k=1

Puisque 2 < i +j < 2n, le cas i +j = 0 (mod 2n 4 2) ne peut pas se produire, et le cas i = j

(mod 2n +2) ne peut se produlre que pour ¢ = j. Compte tenu du calcul fait a la question précédente,
1

";L L.

on en déduit donc A2 =
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Il en résulte que B?L =1,.0r A,, donc B,, est clairement symétrique. Donc on a aussi B, B,, = I,,,
donc B, est orthogonale.

b) B, est symétrique et réelle, donc diagonalisable. Le polynome X2 — 1 étant annulateur de B,,
les valeurs propres sont dans ’ensemble {—1,1} (ce qui est de toute fagon le cas de toute matrice
orthogonale). B, étant diagonalisable, elle posseéde des valeurs propres. Si elle n’avait qu’une seule
valeur propre, elle serait semblable & une matrice scalaire, donc scalaire elle-méme, ce qui n’est pas.
Donc 1 et —1 sont effectivement valeurs propres.

1 1 1

2
1 AN
—5 | - Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est le plan

S

2
c) On obtient B3 = %
1

- =

2 V2 2
d’équation —z + yv/2 + z = 0, dont une base est ((1,0,1),(1,v/2,—1)). Comme B est symétrique, le
sous-espace propre associé a la valeur propre —1 est 'orthogonal du plan vectoriel ci-dessus, donc la
droite engendrée par (1, —v/2,—1).

n
4. a) On cherche une fonction h de la forme Z Zqtq- La condition cherchée équivaut a
qg=1

n

Vp € [1;n], qu@q(ﬁp) =xp

q=1
et puisque ¢,(6p) = sin(pgh1) = a, 4, cela s’écrit matriciellement :

21 Z1

2
qui équivaut donc, compte tenu de A, ! = jAn, a
n

21 T

n

n—+1

Il y a bien une solution unique.

n
b) — Supposons Z Ajv; = 0. Alors, en prenant pour tout i € [1;n], la valeur en 6;, on obtient \; = 0.
j=1
I" est donc une famille libre de n vecteurs de ’espace de dimension n FE, , donc est une base de
E,.

n
— Pour tout f de E,, il existe (z1,...,2,) € R™, tels que f = sz%" En prenant, pour tout
j=1
i€ [1;n], la valeur en 6;, on obtient \; = f(6;).

— En particulier, pour tout ¢ € [1;n],

n n
pi =Y @i0)7 =Y ai
j=1 j=1

Donc la matrice de passage de I' a B est A, .

¢) — Lalinéarité de f est claire. Il faut montrer que E,, est stable par w. Pour cela, il suffit de montrer
que, pour tout ¢ € [1;n], u(p;) € Ey,, ce qui résulte de la relation

i (20 o ) - (5

— On cherche la matrice de u dans la base T', c’est-a-dire les composantes des u(y;) dans I'. D’apres
b), ces composantes sont les u(7y;)(6;). Soit (i,7) € [1;n]*. Alors

w0 = (04 ) oy (00— 25
= (0ix1) +75 (0i-1)
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Doncsi 2<j<n—1,alors u(y;)(6;) vaut 1 si j=i¢+1 ou j=1i—1, et 0 sinon.
Si j = 1, u(’yl)(92) = 1, et u(’yl)(Gl) =0si7> 2, et u(’yl)(Gl) = 71(92) + "yl(O) Il suffit de
remarquer que i, combinaison linéaire de sinus, est nul en 0 pour conclure que u(y;)(f1) = 0.

De méme, en remarquant que 7, (m) = 0, on obtient u(y,)(6;) = d;.n—1-

Finalement
0 1 o --- 0
1 0 1
G: O '.' '.' '.' O
: . - o1
o --- 0 1 0

— Dans la base B, on calcule u(p;) qui, d’aprés la relation rappelée au début de cette question, vaut

2 cos <—ni1> w; = 2cosb;p;

2cosfy 0 --- 0
Donc F' = 0
: . . 0
0 -«- 0 2cosb,

2
— Des formules de changement de base résulte alors que F = A 1GA,,, soit F = jAnGAn. Donc
n

1
n+F

A, GA, =

Partie 11

1. a) L’existence et I'unicité de h résulte de I.4.a). sk
b) item g est évidemment 27w-périodique, continue, impaire, donc appartient & E.
Pour Fi(g), on cherche une fonction ¢ de E7, telle que ¢ (g) = 1. ¢ = sin convient. Comme il y

a unicité, il en résulte Fi(g) = sin.

2
— Pour F5(g), on cherche ¢ de Es, telle que ¢ (g) =y <§> = % La fonction %sin convient

et, toujours par unicité, Fa(g) = 1 sin.

3 1
— Pour F3(g), on peut remarquer que g elle-méme appartient & Es. En effet, sin®t = 1 sint— 1 sin 3t.

Donc F3(g) =g.
2. — La linéarité de F,, ne pose pas de probleme : si f,g € F et A € R, alors
Vp € [1;n], Fu(Af +9)(0p(n) = (Af +9)(0p(n) = Af(0p(n)) + g(6p(n)) = (AEL(f) + Fn(g))(0p(n))

et on conclut F,(Af + g) = AF,(f) + F.(g) par unicité.
— La restriction de F,, a E, est l'identité de E, . En effet, si f € E,,, Papplication f elle-méme vérifie
les conditions du 1.a).

3. a) D’aprés 1.4.a), on sait que

4\ (f) , £(61(n))
- n+1 " :
dM(f) " f(0n(n))

ce qui est bien la relation demandée.

n 7T . kﬂ'
40 =y 1 (v ) o (i)
<

b) Explicitons
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2
On reconnait le produit de — par le terme de rang n + 1 de la suite des sommes de Riemann de la
T

fonction ¢ — f(¢)sin(kt) sur [0, n]. Cette fonction étant continue, la suite d( )(f) tend vers

% /O " F(t) sin(kt) dt

f étant continue, 2w-périodique et impaire, ceci n’est autre que le coefficient de Fourier b (f).

lorsque n — +00.

4. On a, en écrivant que f est somme de sa série de Fourier,

2

S
+
[
(]
~

4V (f) = (6,(n)) sin(k,(n))

S
Il
—

i (f) sin(50p(n)) sin(kf,(n))

I
3
4l
—
M=
1~
S

p=1 \j=1

o [ n une des sommes est finie,
= Z ij sin(j0p,(n)) sin(k6,(n)) pas de probléme d’inter-

321 p=1 version

I
3

+ o
Mg

1

bi(f <Z sin(pf;(n)) sin(pbs (n)))

b (f) Sk

<.
Il

I
S
[\
—_

<
Il
-

+

(notation de 1.2.c) ).

Or S est nul, sauf si j =k (mod 2n +2) ou j = —k (mod 2n + 2). Le premier cas se produit si j est
de la forme s(2n 4+ 2) + k, avec s > 0 et le deuxiéme si j est de la forme s(2n + 2) — k avecs > 1 (les
+1 I +1

et — .
2 2

s N . . n
deux conditions sur s correspondant & 1 < 7). Dans ces cas, S, vaut respectivement

(n

Ceci conduit bien a '’expression de d,, ) demandée.

3 1
5. a) On a déja rappelé que g(t) = 1 sint — 1 sin 3t. En utilisant la question I.1), on en déduit sans calculs
que

bilg) = 3.bs(g) = — et bilg) = 05 i ¢ {1,3)

3 1
Comme ¢(t) = 1 sint — 1 sin3t, g est bien somme de sa < série » de Fourier, qui est ici une somme
finie !

b) Du calcul sans intérét ni difficulté particuliere.

Partie 111

sint
1. Pour tout ¢ € R la fonction y — ——————— est continue sur [1, +o0].
chy —cost
sint
Si y tend vers +oo et si sint # 0, ppT—— 2sinte™ Y, et y — e~ Y est intégrable sur [1,+o0|
chy — cos

(fonction de référence). D’ou l'existence de f(t).

22 -1
ez )
pas oublier la partie entiére),

2. On écrit d’abord L(z) = puis on obtient, par les méthodes habituelles (attention & ne

eY eV

Liz)y=1+

2 — eV + z—e Y
On peut écrire )

e2it _ 1 B 2isint
e2it — eitchy +1 2cost — 2chy

L(eit) —

(on a mis e en facteur au numérateur et au dénominateur).
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‘ e e~V
— it —
Donc h(y) =iL(e") =1 (1 + TR + T ey> .
: R 1 ; s
Ensuite, on écrit — =— — . Et comme |e Ye"| < 1, on en déduit
et — Y 1 —e veit

1 [e%S) [e%S)
- - — _ E e—nyeznt — _1 _ E e—nyeznt
e’ — ef
n=0 n=1

De méme
e Y =
i — —zt —uE e—nue—znt E e—(n-l—l)ue—z(n—i-l)t
et —e~
n=0
Finalement,

+oo +oo

h(y) - <Z e—nye—int _ Z e—nyeint>
n=1 n=1

—+o0

Z 2sin(nt)e”™

n=1

+
3. On a f(t) = / <Z 2sin(nt)e”y> dy. Posons, pour n > 1, f,(y) = 2sin(nt)e™™¥. Ce sont des
0

fonctions clairement continues et intégrables sur [1,4+o00[. De plus
o0 +o0 e
[ ihwlay <z [ emay =2,
1 1 n

—+oo
terme général d’'une série convergente. Donc la série de terme général / |fn| converge et, f étant
0

continue, on peut échanger intégration et somme, donc

+o0 +OO +oo 2¢~ " )
Z/ y)dy = Z - sin(nt)

n=1

—n

. -n 7 7 7. . . 7’ 7’
De plus sin(nt)| < QCT, terme général d’'une série convergente. La série de fonctions précédente

est donc normalement, donc uniformément convergente sur R.

4. f est bien 2w-périodique et impaire. De plus, elle est la somme d’une série uniformément convergente
de fonctions continues, donc elle est continue. Déterminons sa série de Fourier. Comme f est impaire,

ak(’) - O PulS
2 l 2 2e . n . l

n=1

—n

e
De méme que ci-dessus, la série de fonctions de terme général 2—— sin(nt)sin(kt) est normalement
n

convergente sur R. On intégre sur un segment, donc on peut intégrer terme a terme :

2IX 7 o
==> / 92— sin(nt) sin(kt) dt
e 0 n
n=1
e*ﬂ
ce qui, d’apres I.1), vaut 2——.
n
Ceci nous donne les coefficients de Fourier et le fait que f est développable en série de Fourier.
L’inégalité |b;(f)| < 2e77 est claire.
5. a) S, € E,, donc F,(S,) = S,.

b) D’aprés 4), on a, pour tout ¢t de R,

= 5 —(n+1)
Ra(t) < > [be(f) <2 Z - < de” (™D
k=n+1 k=n+1

1
la derniére inégalité parce que e > 2, donc 1 —e™! > 3
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c) Selon le méme raisonnement qu’au IT1.4) (convergence uniforme de la série), on voit que les coefficients
de Fourier de R,, sont
0 sik<n

be(Fn) = {bk(f) sinon

L’application de I1.4) donne alors

+oo
) =04 > B znra)s (F) = borsznrays ()]

s=1
Donc
()| _
1< b @nr2ys (] + Dt 2ns2ys ()]
s=1

+oo
< 2Z[e—k—(2n+2)s + ek—(2n+2)s]
s=1
too —(2n+2)
<achk Y e @2 < geh k"

s=1

1— ef(2n+2)

[

1
Or e~(2"+2) < — < — | et on conclut bien

g
[\

|7°,(€n)| < 8ch ke~ (3712
6. On a F,,(f) = Fi.(Sn) + Fo(Rn) = Sn + Fn(Ry). Donc, pour ¢ € R, on peut majorer

[Ea(f)(&) = ()] = | = Ru(t) + Fa(Ra)(0)] < | Rulloo + | Fa(Rn) ()] < 4e™ T+ 4 | Fo(Ry)(2)]

k=1 k=1

n n
En écrivant Z chk < Z ek = 1 < 56”, on majore uniformément |F, (R, )(t)| par une suite tendant
e —

k=1 k

vers 0. De tout ceci résulte finalement que F,,(f) converge bien vers f uniformément sur R.

—
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