— CORRIGE DS N°8 —

CORRIGE DU DS°8 I

PROBLEME II (MINES-PONTS MATHS I 1992

— Partie I —
1
1. a) Soit A €]0;1[. La fonction ¢ — S YT IRy est continue sur ]0;1[.
Le probléme de son intégrabilité ne se pose donc qu’aux voisinages de 01 et de 1~.
(0] ! L t la fonction t — 1 t ti iti t intégrabl isi
r, ~ , et la fonction —— est continue, positive et intégrable au voisinage
tlf)\(l _ t))\ {0+ 1= =X p g g
1
de 0 puisque 1 — A <1 (fonction de Riemann). Il en est donc de méme de t — m
O ede de meé isi de 17 pui ! ! t— !
n procede de méme au voisinage de uisque ~ , avec _—
P & PUBSANe X —ox - = o> TR

intégrable au voisinage de 1~ puisque A < 1.

t
b) Dans 'intégrale précédente, on pose u = 13 L’application t — ; réalise un ¢ -difféomorphisme

de ]0;1[ sur ]0;+oo[,ce qui rend licite ce changement de variables.

d 1
On aura donc, puisque t = 1—1:u’ dt:i(l—i—i)? et 1 —t= T :

+oo +oo

d d

o= [ o N
O e : o (et
u
(1+u)t— (14 u)?

¢) On aura donc, les intégrales écrites étant toutes convergentes :

1 du oo du
1) = /0 (1 +w)ul=A +/1 (14 u)ul=A '

|
JN)

. . . 1 . .
Dans la seconde de ces intégrales, on réalise le changement de variables v = —, qui réalise un % -
U

difféomorphisme de [1,+o0o[ sur ]0;1] :

e S e A

et ’on a donc :

\ IV =J\) +J(1 - A).\

2. a) — Il s’agit de la formule donnant la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison
—u pour u # —1 :

1— ()"
Z(_U)k = T1ru
k=0
qui se réécrit en
n—1
1 u”
Vu # —1 = 1)kuk H"
D e M R e
— On en déduit :
1 n—1 u”
A 60,1,7: _1k k+X—1 )
uelo;1] (14 w)ul=> 1;)( )u +(=1) (14 w)ul=>
et, toutes les fonctions ci-dessus étant intégrables sur |0;1] :
n—1 1 1, ntr—1 n-1 (_1)k
J(A) = —1’“/ uF A dy + —1"/ Y du = +r,
= [t cor [ - 5
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1 unJr)\fl

14+ u

du.

en notant r, = (—1)"/
0

1
_ 1 N .
On aura alors |r,| < WAl =_—— dott lim 7, =0 puis:
0 n+ A n—-+00

JO)= 1 ’f(—l)kjf(—l)k
Tt S E A £kt

b) On en déduit :

+oo 1 k 1 k 1 +oo k 1 E_1 1 400 2\
) = J)+IA=A) = Z(IH—))\ k:+1 DY kz(k+)\ i ))\ ):X+k_1( k‘z)_gv :

soit encore :

1 +o00 1)k
I =+ 2/\2 v
k=1

3. a) f est 2m-périodique, continue sur R\ 27Z et de classe € par morceaux. De plus,

tl—iﬁ?f ft) =cos(Ar) et  lim f(¢) = hm f( ) = cos(—Am) = cos(Arr)

t—mt car f27r pér. t——

donc f est continue en 7 et, par suite, continue sur R.
D’apres le théoréme de Dirichlet global :

‘ La série de Fourier de f converge normalement vers f sur R. ‘

b) f étant paire, les b, (f) sont nuls et l'on a :

VneN, ay(f) = 2 /F cos(At) cos(nt) dt = 1 /F [cos(X + n)t + cos(A — n)t] dt
0 0

7T 7T

1 (sin(A+n)r  sin(A—n)r) 2 L Asin(Am)
_ﬂ'( A+n + A—n _ﬂ'( b A2 —n? (car A ¢ Z)

donc le développement de f en série de Fourier s’écrit :
vteR, f(t) = AT o) Z - M) cos(nt)
= ——————cos(nt) .
) n2)
c) D’apres 2.b) et le résultat ci-dessus, on a : I(\) = . ET)\ )f(O) et finalement :
in(Ar
sin(Am
up = 2D 1) = () =1

s )\ 1 tk+)\ 1
4. a) Par définition, uy = sin(A) / dt.
™ Jo (L1—t)

Pour obtenir une relation de récurrence, on procede alors par intégration par parties. Comme il s’agit
d’une intégrale impropre, on fera le calcul sur un intervalle de la forme [a,b] avec 0 < a < b < 1. On
obtient, pour k > 1 :

b _ p\1-aTb k42— 2)
/t’““‘l(l—t)” dt = {—tk“—l(ll t)/\ } k+)‘A / (t .

—— (1- t
u(t) v/ (t)

k+X—1

Or %in%(l —b)1™* =0 puisque 1 -\ > 0 et 1in%Ja = 0 puisque k+ A —1 > 0, ’égalité précédente
— a—

donne, lorsque @ — 0T et b — 17 :

1 _ 1 (k+A—2 _ _ 1 pk+A—2 1 pk+A—1
/tk+A’1(1—t)’Adt:k+)\ 1/ (t )(1A t)dt:k+)\ 1</ t Adt_/ t Adt>
0 =X Jo (1-1) L= o (1-1) o (1—1)

ce qui donne la relation de récurrence :

E+X—1
Vk € N*, uy = —:_7/\(“1@71 — u)

soit encore :
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k4+A—1
Vk € N*, uy = %uk_l.

b) En faisant le produit des relations précédentes, et compte tenu de ug = 1, on obtient :

(k+A=D(E+r=2)-— ()

Vk € N*, uy, = o

t
5. a) En posant u = — pour t € ]0;1[ et £ > 1, on aura 0 < u < 1 et, pour tout n € N* :
x

n—1

wit)  w) 1 w(t) (=2 um tho(t) " w(t
:C(—)t: :Ec)l—u: 9(6) <]€Z()Uk+m>_zxk£1)+x_"x(—)t

w(t)

d’oti en intégrant sur ]0;1[ (Pintégrale de
z —

est de méme nature que celle de w(t) puisque = — ¢

ne s’annule pas sur |0;1[, donc est convergente, comme il a été démontré & la question 1.a)) :

1 n—1 1
t 1
/ %dt:g :v’”l/ thw(t) dt 4,
0 =0 0

—_——
—uy

1wt
en notant rnz—/ Jdlf.

™ Jo x—1t1

1 wu u ) 1w In+ A L
Or:0<r, < —n.Ennotantvn:—n,onavn>0etn——H:—n—Hz— . Ainsi,

r—1z™ " Up, T Up T n

1
lim 2L = Z <1 donc d’apres la régle de d’Alembert (pour les suites), la suite (vy,) tend vers 0
n—+0oco  Up X

et il en est donc de méme de 7, .
On en déduit :

n—1 “+o0
Lw(t) ) Uk Uk
dt = lim = g :
0 T—1 n—r+too £ ghtl xh+l
k=0 k=0

1
b) Sil'on pose u=— ona:
x

1 U
g(z) = A1 —2) = AP =au(l—u)>.

Or on connait, pour |u| < 1, le développement en série entiére :

(=N(EA-D)

(cu)? oo g CNEAZD (AR + L)
2!

o (—u)k +

(1—u) =1+ u+

qui peut aussi s’écrire, compte tenu du calcul fait en 4.b) :
—+o0
Vu e ]-1;1[, (1 —u)> = Zukuk .
k=0

On aura donc, pour = > 1 :

+oo
_ Uk
g(x) = u(l —u) A= Z uktl
k=0

¢) En comparant les résultats des deux questions précédentes, on a immédiatement :

Vo > 1, g(x):/olﬂdt.

T —t

— Partie 1II —
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1. a) Dire que A, (X) est le projeté orthogonal de X™ sur R,,_1[X] équivaut a :
Vpe[0;n—1], (An(X)—X"|XP) =0 soit (An(X)|X?)=(X"|XP)

ce qui s’écrit aussi

n—1
ak(n) (Xk|Xp) = (X"|X?) ou encore Z ar(N)Uktp = Untp -
0 k=0

I
-

n

>
Il

En divisant par un4p, et compte tenu de I'expression des uy trouvée en 4.a), on obtient bien, pour
tout p € [0;n—1] :

n—1 n—1 n—1 n .
Ukt p (k+p+A—1)---(X) (n+p)! i+p
ar(n) 22 3 g (n) S [ —
P Untp kZ:O (k+p)! m+A=1)n+A—=-2)---(}) kz:%) 1-:111”/\—1*?
N(X
b) — Si on réduit 'expression donnée de F(X) au méme dénominateur, on obtient F(X) = DE X; ol

n
N est un polynéme de degré < n et ou D(X) = H(z + A —1+ X). Les poles de F' sont donc
i=1
{-A=n+1,-A—n+2,...,-A}.
D’aprés la question précédente, les entiers p € [0;n — 1] sont des zéros de F'. Puisque le degré de
N est < n, on a ainsi exactement tous les zéros de F'.

- 1—n
— Puisque H ———— =0 pour tout k € [0;n — 1], on aura F(—n)=1.
i:kHz—l—)\—l—n

— Connaissant les zéros et les poles de F' on peut écrire

n—1
X—p
F(X)=«a ———— aveca€R
0 U X+A+p
p=0
et puisque F(—n) =1 on arrive & :
n—1

n—A—p X-—-p
F(X)= .
(X) H n+p X+A+p

p=0
) Pour X =1 F(l—n)=1 (n) puisque tous les produit ﬁ”l_" t nul
c) Pour X=1—-nona —n) =1-a,_1(n)~ puisque tous les produits ———— sont nuls
Iy P P AL =
1
sauf celui pour k =n — 1, qui est égal a Y
n—1
n—A—p n+p-—1 n—1A—n
D’aut t, F(1—n)= = d :
autre part, F(1 —n) pl;[o i p no1-—p -1 X , donc
nn+A—1)
an-1(n) = 2n —1

2. a) - Il suffit d’orthogonaliser la base canonique (1,X,...,X™,...) de R[X] par le procédé de Schmidt.
Cela permet d’obtenir une base orthogonale (Qo, Q1,...,Qn,...) de R[X]. Il suffit alors de diviser
chaque @Q; par son coefficient dominant pour obtenir la famille voulue.

— Py = 1 évidemment, et P; est de la forme P, = X + a. En écrivant (1|P1) = 0 on trouve
upr +aug=0.0r ug=1 et uy = A donc P, = X — .

— Dans la construction successive des @; par le procédé de Schmidt, on considére a ’étape n + 1
le polynéme X™ —pg,_,1x)(X™) ot pg, ,[x] désigne la projection orthogonale sur R,,_1[X] ; cela
donne, & un coefficient pres, le (n+1)-iéme vecteur de la famille orthogonale cherchée. Mais puisque
ici on impose & ces vecteurs d’étre normalisés, on a directement P, = X" — pp,_ x](X™) soirt
encore, avec les notations de I’énoncé :

| P= X" — Ay(X). |
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b) On a:
[Pa]l® = (X" — Ap(X)]| X" — 4,(X)) = (X"]X" — 4,(X))

puisque X™ — A, (X) est orthogonal & R,,_1[X] donc & A,(X). D’ou :

1
0

1P = X712 = (X7| 4, (X)) :/ t?nw(t)dt—/ <iak(n)tk> Feo(t) dt
0 k=0

n—1 n—1 u
k
= Uy — Z ak(n)ugin = Uon <1 - ak(n) +n>

soit :

”Pn”2 = uz, F'(n).

c) — Silon suppose p < n alors S € R,,_1[X] et S et P, sont donc orthogonaux, c’est-a-dire

1
(P.]S) —/0 P, (z)S(z)w(z)dx =0.

— Mais le polynéme P,S ne posséde que des racines d’ordre pair dans ]0;1[ donc garde un signe
constant. La fonction & — P,(x)S(x)w(x) est donc continue, non identiquement nulle, de signe
constant : son intégrale ne peut étre nulle, d’ou la contradiction.

— Il en résulte que p = n, c’est-a-dire que :

‘ P,, admet n racines réelles distinctes dans ]0;1]. ‘

d) - Le polynéme X P, — P41 est de degré < n donc s’écrit sous la forme
XPy = Pop1 =) AP
k=0

Les Py étant orthogonaux deux a deux, on a (X P, — Poy1|Pe) = Ak | P||” pour tout k € [0;n].
Mais si k < n—2, (XP, — Pyy1|Pr) = (XPyu|Py) = (Pa|XP:) = 0 puisque deg XP, < n —1.
Donc A\, =0 si K <n —2 et on peut donc écrire :

| XPy = Pap1 + anPu+ BuPo1 |

— Avec cette écriture on aura (XP,|P,_1) = By 1 Pal?.

Mais on a aussi (XPn‘Pn_l) = (Pn|XPn_1) = (Pn|X") = ||Pn||2 (en utilisant le fait que
P,=X"—-A,(X) avec P, L A,). On en déduit :

2

_ IRl
o= —

[P

— Le coefficient de X™ dans X P, est égal a celui dans —X 4,,(X), donc & —a,,—1(n).
Le coeflicient de X™ dans P11 + an Py + BnPr—1 est égal & —a,(n+1) + oy,
(m+1)(n+A) nn+Ar-1)

On aura donc ay, = ap(n+1) —ap_1(n) = o+ 1 T et apres simplifications
on obtient :
2n? — \
an = ":"
n—1)(2n+1)

3. a) — Puisque P =1 et P, = X — X\ on obtient :

‘QQZO et le’u,ozl.‘
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— Compte tenu de la relation XP, = P41 + ap Py, + BnPn—1 pour n > 1, on obtient, pour tout

2Qn() :/Olw(t)xp"(x) —ohu(t) dt:/olw(t) (M —Pn(t)) at

rx>1:

x—t x—t

1
= Qi1 + 00 Q + BuQui — / ()P (1) dit
0

Or la derniere intégrale est égale au produit scalaire (Pn‘l) donc est nulle (puisque

| XQu = Quit + @nQun + BuQu—1 ]

b) Les deux relations de récurrence pour les suites (P,) et (@) conduisent & :

XPn(Qn-i—l + anQn + BnQn—l) = XQn(Pn-i—l + anPn + ﬂnpn—l)

d’ou :

PnQn-‘rl - Pn-l—lQn _ Bn

Pn—lQn - PnQn—l

n > 1). Donc :

(Pn—lQn - PnQn—l) =

2 - 2 2
[Pl [Pl [ P

(compte tenu de la valeur de f3,, trouvée en 2.d).

PoQn+1 — Pot1Qn
3
[|Pn |

La suite n —

c’est-a-dire

Pn n _Pn n
VTLEN, Q +1 : +1Q =1
[

— Partie 111 —

est donc constante; sa valeur est donc celle obtenue pour n = 1,

Qn+1 _ HPnH2 Qn

1. Puisque Qo9 =0 on a vy =0 et pour n € N, la relation précédente s’écrit

2
[P

Ve 21 (@) = val@) + e

+ 2% don :

Pn+1_PnPn+1 P,

(toutes ces écritures ont bien un sens puisque lon a vu que les racines de P, appartiennent toutes &

105 1[).

2. a) D’apres la formule de Taylor pour les polynémes (par exemple), pour tout réel t, —

un polynoéme de degré < n — 1, donc son produit scalaire avec P, est nul c’est-a-dire

/1w(t)an(t) dt = 0.
0

t—zx

b) Du calcul, ot il suffit de tout remplacer : pour tout « > 1 :

g(x) — vy () :/0 ;Jg)t dt — Pnl(a:) /0 w(t)w dt = Pnl(:c) /0 w(t)

IR S CON Y1)
~ i , w0

la derniere égalité résultant du calcul fait a la question précédente.

Pa(t) = Pu(X)

3. a) — Notons d’abord que F,,(a) est bien un hyperplan de R, [X], comme noyau de la forme linéaire non

nulle P +— P(a).
- Si Pe F,(a), il existe @ € R,,_1[X] tel que P = (a — X)Q d’ou :

<P\Pn>=/0 w(t) P(t)Pn(t)dtz/O w(H)QE)Pu(t) = (Q|P,) =0

a—t

donc F,(a) est inclus dans I'orthogonal a P, pour le produit scalaire (.|.).
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— Cet orthogonal étant aussi un hyperplan, ces deux sous-espaces vectoriels sont égaux :

F,(a) est 'hyperplan orthogonal & P,, pour le produit scalaire <‘>

b) — Soit R un élément de G, (a). Alors, pour P € R, [X], P € G, (a) <= P(a) = R(a) =1 <= P—R € F,(a).
Donc Gn(a) = R+ Fy,(a).

— Sion veut R orthogonal & F,,(a) il faut prendre R colinéaire & P, , donc R = 2 El ] (ce qui a bien
. (a
un sens puisque P, (a) # 0 puisque a > 1).

— Tout polynéme P de Gp(a) s’écrit donc P = R+ @ avec Q € F,(a) donc d’aprés le théoréme de
Pythagore, || P[|* = [|R]|* + [|QII* = ||R]|?, avec égalité lorsque P = R donc :

P,||?
o pie < Al
pluin, ([Pl Pola)?

I (7% [

4. D’apres 2.b et la question précédente, on a : g(a)—v,(a) min( : IIP|II* donc g(a)—v,(a) < ||P||?
a

P,(a)? pPea,
pour tout P € Gy, (a).

XP,_
Puisque le polynéme P = Pi(l) appartient a G,(a), on aura donc en particulier :
af n—1lQ
(@)~ @) < WPIE = e [0 2p
s a?P,_1(a)? Jo a—t n '

5. — Pour tout x > 1, g(z) — v,(z) = 0 d’apres 2.b.
— D’apres les questions 2.b et 4 :

o= 2 (Y e [0 ()

d’ott par récurrence, compte tenu de Py =1 :

1w 1
Ogg(a)—vn(a)ga%/o a_tdt:amg(a).

— On en déduit : 11111 vp(a) = g(a) pour tout a > 1, c’est-a-dire que la suite de fonctions (v,) converge
n——+00

simplement vers g sur ]1;+oo[.

Enfin, si [, ;8] est un segment inclus dans |1 ; 400, on aura, toujours d’apres I'inégalité précédente :

gt

[o.9)

Bn

VI € [Oé,ﬂ; ]7 |g(£C) - vn('r)| <

d’ott | la convergence uniforme de (v,) vers g sur [a; B]‘
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