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PROBLEME I (extrait de ESSEC 1990)|

On consideére les deux suites (up)nen et (Jn)nen de nombres réels définies respectivement par :

357...2n+1) {4 2k+1

2.46...(2n) :kl;[l 2k

o ug=1¢et u, = pour n > 1.

us

o J, :/2 cos™ tdt pour tout n € N.
0

1. a) Etudier le sens de variation de la suite (Jn) et prouver sa convergence.

b) A Taide d'une intégration par parties, déterminer une relation de récurrence entre J, et
Jp_o pour n = 2.

c) Calculer Jy et J;. En déduire les valeurs de Jy, et de Jo,4+1 en fonction de w,,.
2. a) Déduire successivement des résultats précédents les inégalités :

n

2
1<E U <2n+1
22n+1 2n

(1)

2 0

N

2 U
un_—ﬂ\/ag X

NZ3 2n+1

b) Déduire de (1) un équivalent de w,, lorsque n tend vers +oo.

Dans toute la suite, x désigne un réel appartenant a l'intervalle [0,1].

3. Justifier I'existence et calculer 'intégrale suivante :
3 dt
xTr) = _—
f(z) /0 1 —zcos?t
(on pourra poser tan(t) = /1 — z tan(u)).

4. a) Démontrer que :
2n+2 t

- 3 dt 3 cos
3 st = [F S [F ot
= 0o 1—xzcos?t 0o 1—xcos?t

b) Etablir I'inégalité :

us 2n+2
2 CoS t Jont2
0< / 08 g g 22
“Jo 1—zcos?t T 1-—=x

c) En déduire que :

vwe 1], e = 3" 2"
x M ) =
Vi-z = 2n+1
, T
5. a) Btabli 2 : - .
a) abDIIr par recurrence que Unp, Z 2]€ T 1

k=0

b) En utilisant un produit de Cauchy de deux séries, établir que :
Vo e [0,1], (7 = Zunznn

6. En utilisant les inégalités (2), établir :
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a) la convergence de la série :

b) la double inégalité :

En déduire alors un équivalent de S(z) lorsque z tend vers 1 par valeurs inférieures.
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PROBLEME II (extrait de ESSEC 1986)|

Questions préliminaires

1. Soit x un réel strictement positif. Calculer :

I (x) = /0% du

x2 cos? u + sin u

1
(on pourra poser t = —tanu).
x

2. a) Soit z €]0,1[. Calculer, a I’aide d’un changement de variable bien choisi :

I 3 sin v du
2(2) = 2 o2 9
0 X°Cos“u —+ sin“u

b) En déduire que, lorsque x tend vers 0 par valeurs supérieures :

Ir(z) ~ Inz

Ces deux intégrales interviennent dans les questions qui suivent.
Partie I
L’objet de cette partie est I’étude de I'application

RY — R
I 3

2 udu
T — T ) D
0 X°Ccos?u —+ sin“wu

1. a) Calculer f(1).
1
b) Montrer que, pour =z € R% | f(z)+ f (;) est indépendant de = (on pourra poser u = g—’u

1
dans l'intégrale donnant f <;> ).

2. a) Montrer que, pour 0 < u < g HETES gsinu.
b) En déduire une majoration de f(x) pour = < 1, puis les valeurs de lim+ f(x) et de
z—
A 2

3. a) Soit ¢ la fonction définie sur R* par :

90(33):/0% udu

x cos? u + sin? u

x désignant un réel strictement positif, h un réel tel que 0 < |h| < g, on pose
A=xzcos’u+sin?u et B = hcos?u.

1 1 B B?
A+B A4 A2 BA+B)

o(x 4+ h) — ¢(x) N /% u cos? udu
h 0 (xcos?u + sin?u)?

En remarquant que , démontrer que :

z 4
2 ucos® udu
< \h!/
o (

2 cos? u + sin? u)3

et en déduire que ¢ est dérivable sur R .

b) Montrer que f est dérivable sur R* et que :

2 2

Lid .9
2 u(x® cos® u — sin

u)

Va:>0,f/(x):—/0

(22 cos? u + sin? u)?
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sinu cos u

c) Calculer la dérivée de la fonction ¢ telle que ¥ (u) = ——— ol
x2 cos? u + sin? u

En déduire que f'(z) = /E P(u)du.
0

d) Calculer f'(1) puis f'(z) pour z # 1 en utilisant une primitive de ¢. f’ est-elle continue

en 17

2Int
21 se prolonge en une fonction continue sur Ry .

On notera encore ¢ la fonction ainsi prolongée.

4. a) Démontrer que la fonction g :t —

b) Démontrer que :
Ve >0, f(x)+xzlnzr —x :/ g(t)dt.
0

Partie II : Application a des calculs de séries.

1. a) Déduire de la question 1.4.b :
nooel 1
VneN, f(1)=1- Z/ t2plntdt+/ 2 (t) dt
p=170 0

1
b) Pour p € N*| calculer / tPIntdt.
0

c) Démontrer I'existence d’une constante K telle que

K
2n+1

1
0</ t2g(t) dt <
0

1

d) En déduire que la série Z 1)

n>=0

converge et donner la valeur de sa somme.

400 1
e) En déduire la valeur de —.

2. a) Démontrer la formule :

72 =10 — io 2 (1)
—in(n+1)(2n+1)?
> > o
b) Pour p € N*, on note s, = et rp = .
—n(n+1)(2n + 1) iy n(n+1)(2n + 1)2

Démontrer que
1 1

6(p+27 7S 6

Donner l'ordre de grandeur de la valeur de p a utiliser pour obtenir a ’aide de s, une valeur
approchée de 72 & 1076 pres.
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