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PROBLEME III (extrait de X-ENS MP 2011) |

Premiére partie : suites complétement monotones.

1. a)

b)

Soit, pour p € N*, l'assertion (#,) : "pour toute fonction f indéfiniment dérivable de Ry
dans R et tout entier naturel n, il existe  €]n,n + p| tel que (APu), = fP)(z).”

e Soit f indéfiniment dérivable de R, dans R et n € N ; d’apres 1’égalité des accroissements
finis, il existe x €|n,n+1[ tel que (Au), = f(n+1)— f(n) = f'(z) : (H1) est donc vraie.
e Soit p € N* ; supposons (H,) vérifiée et soit f indéfiniment dérivable de Ry dans R.

On considére alors g : Ry — R définie par : g(x) = f(z + 1) — f(x) pour tout = > 0, et
la suite (v,) par: Vn € N, v, = g(n), cest-a-dire v, = (Au)y.

Alors g est indéfiniment dérivable, et en lui appliquant I'hypothese de récurrence (#H,) :
pour tout n € N, il existe y €]n,n + p[ tel que

(AP ), = (A7), = gP(y) = Py +1) = FP(y).

On peut réappliquer Pégalité des accroissements finis a f®) (indéfiniment dérivable), et il
existe z €]y, y + 1[Cln,n+p+ 1] tel que f@(y+1) — fP)(y) = fFPTD(z). sk

ce qui démontre le résultat par récurrence sur p. ‘

Ainsi (Hpy1) est vérifiée,

1
La suite (a,)nen est associée a la fonction f: R, — R définie par : f(x) = P pour tout
x
x> 0.
(=1)Fp!

est indéfiniment dérivable, et une récurrence triviale montre que f®(z) = — 2"

pour tout p € N. En appliquant la question I.1.a, il vient :

Vp>1 Vn € N dz G]n Tl—|—p[tq (Apa) —M
= ) ’ ’ n ( T )p 1°
I A P p'
l €n IeSlllte qlle (—]) (Apa)n — ﬁ > 0

Comme de plus (A%), = a, > 0, il en découle que

‘ (an)nen est complétement monotone.

Il était ici possible de raisonner par récurrence sur p, en utilisant une méthode proche de
celle de la démonstration de la formule du binéme et la formule du triangle de Pascal, mais
il y a plus astucieux :

Notons T': E — E défini par : Vu € E, Vn € N, (Tu), = up4+1. C'est un endomorphisme
de F (facile), et A =T —Idg. Comme T et Idp commutent, on peut appliquer la formule
du binéme de Newton dans 'anneau .Z(E) :

p
P _— _1\p—k p k
VpeN, AP =) (-1) <k>T

k=0

En appliquant cette égalité a u € F, on en tire, puisque (Tku)n = Upik :

P
Vpe N, Vne N, (APu), = Z(—l)p_k <§> Upt k-
k=0

Remarque : La formule précédente est vraie aussi pour p = 0 ; je ne vois pas pourquoi I’énoncé
se limitait & p > 1...
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P
b) La formule précédente donne : V(p,n) € N2, (=1)P(APb),, = Z(—l)k (i) bR = b (1 — )P
k=0
(en ré-appliquant la formule du binéme de Newton au développement de (1 — b)?). Comme

b €]0, 1], il s’ensuit que

‘ (by) est complétement monotone. ‘

3. a) Soit NeN;ona:

11 L (—g)N+1
uk—/ Z —/0 1—+tw(t)dt—/0 ﬁw(t)dt.

(somme partielle d’une série géométrique de raison —t # 1.)

N

k 0

1 (_p)N+1
Notons Ry = / Lw(i) dt, et soit M = sup |w(t)| (bien défini, puisque w est
o 1+t t€[0,1]
1
continue sur le segment [0, 1]). Comme pour tout ¢ € [0, 1], 111 < 1,1l vient :
1 M
R <M/ N At = ——.
| 0 N 42
Il en résulte que lim Ry =0, c’est dire que
N—+o0
k =k b w(t)
la série numérique Z(—l) ug converge, et Z(—l) Ug :/ Tt¢ dt.
k=0 0

b) D’apres la formule démontré en 2.a :

V(p,n) € N>, (—=1)P(APu), = /0 1};(—1)k<z>t”+kw(7§) dt = /O 175"(1_75)%@) dt.

La fonction ¢ — t"(1 — t)Pw(t) est continue et positive sur [0,1]; il en résulte que
(—1)P(APu),, > 0.

D’autre part, si cette quantité était nulle, alors V¢ € [0, 1],¢"(1 — t)Pw(t) = 0. En particulier,
on aurait V¢ €]0,1[,w(t) = 0 et par continuité : V¢ € [0,1],w(t) = 0, ce qui est exclu par
hypothese.

Ainsi : V(p,n) € N2 | (=1)P(APu), > 0 et

‘ (un)nen est complétement monotone. ‘

1—-t 1
c) Pour tout t € [0,1], on peut développer (puisque 0 < —~5 < 5)
111 _1§°<1—t)f”
= —~ =5 — .
THE 2o () 2\

1—t\?
Définissons donc, pour p € N : f,, : [0,1] — R par: Vt € [0,1], f,(t) = (T) w(t). Chaque

fp est continue sur [0,1], et on a de plus : Vt € [0,1],|fp(t)] < o (avec les notations du
3.a). Ainsi, la série de fonctions continues Z fp converge normalement donc uniformément

sur [0,1], et on peut intervertir Z et / :

/01+t /liofp dt = Z/ J(®)

Compte-tenu du 3.a, on a bien :
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—+00

> (=

k=0

w23 [ () o

d) Pour tout p € N, on obtient,

en développant le bindéme (1 —¢)P et d’apres 2.a :

LrL—t\? L&, k(P [t (1P & P (=1
— — V(-1 t)dt = —1)P*F = AP
[ (557) wae=g 30 (k [ twtnar = S5 St (§ e = St et
D’ou, d’apres 3.c :
+0o0 “+oo
1)P
S =3 U
k=0 p=0
4. Appliquons ce qui précéde & w : [0,1] — R, définie par : V¢ € [0,1],w(t) =1 (qui vérifie bien les
hypotheéses du 3.); ici
T w(t) Tl 1
[ ] —_ =
T Er T
k=0
Vp e N, /( > (1_t>pdt (cffectuer le ch ¢ d
[ J [ = @@
p 5 ST effectuer le changement de
variable u =1 — t sk
NN G Syl 1
D’apres 3.a et 3.c , il vient : |In2 = nz::() —— :p;() TSR

5. a) Les calculs faits au 3.d impliquent directement 1’égalité demandée.

b) D’apres ce qui précede (et, toujours, le 3d.), on a :

+o0o +oo
(—1)P 1 1—t
S—eal = | Y i (Au)o /( ) (t)dt|.
p=n+1 p n+1

Or on a vu que la série de fonctions continues Z fp convergeait normalement sur [0, 1] ; il
s’ensuit qu’on peut intervertir la série et l'intégrale, et, compte-tenu des calculs du 3.c :

1+°°/

p=n-+1

o

1-1¢
Enfin, puisque w > 0 et comme V¢ € [0,1], 0 < S5 <

1 Foo _
t) (#) dt| = /,, n+1<1 t) w(t) dt
LR S5 e
- () e

, on peut conclure :

N =

S
2n+1 :

1 L w(t)
S—en| < / dt =
’ E"‘ ontl fo 14 ¢

Seconde partie : Transformée d’Euler.
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6. a) La série Z(—l)"un converge, donc nll)g_loo un = 0 et pour tout k € N’nEToo Upsr = 0. Or,

P
d’apres 2.a : Vn € N | (APu), = Z(—l)p_k <Z> Upik - D’OU, p étant fixé,
k=0
lim (APu), = 0.
n——+o0o

b) Cette question était déja présente dans le DS n°2

La suite (r,)nen converge, donc est bornée : notons R = sup|r,|. Soit € > 0; comme

neN
lim r, =0, il existe N1 € N tel que Vn > Ny , |r,| < =
n——+o0o 2
1 & (p)_ 1 & (p
Al tout N — < — =1:
ors, pour tout p > Np, comme 5 kz;v </<;> 5 Z .
1 k=0
1p<p> 1p<> RNl_lp 1 & 46
oY (P S (A TR S R ol (A FRE S (A -
2 k=0 k 2 k=0 k 2 k=0 k 2 k=N, k=0 2

—D..p—k+1 1
Or P _ p(p )P +1) ~ p , donc d’apres les croissances comparées, hm —(P) = 0.
k k! p——+o00 k" +o00 2P

p—+oo 2P

R N1—1 D
N7 étant fixé i li — =0.
1 etan Xe, O1n a aussi 1m Z (l{j) 0

€
Ainsi, il existe Ny € N tel que pour tout p > No, S5

52 (7)

k=0
2p = k
. 1 D
pgl-il-loo 2% Z (k) e = 0-

k=0

Finalement, pour tout p > max (N, N), < g, ce qui signifie

7. a) Soit N € N ; notons

op+1

Sy = i [(_1)1’ (Apu)n B ﬂ(Ap-Hu)n] )

Alors, par télescopage :

(_1)N+1
IN+1

(_1)N+1
IN+1

SN — (_1)0 (Aou)n _

20 (AN+1u)n =Up —

(AN+1u)n.

Le 2.a permet d’écrire

(=p~*! N+, n N+1 +k
W(A u)yp = 2N+1 Z =)™ upg

Or on vient de voir au 6.a que lim wu, = 0; le 6.b appliqué & la suite ((—1)" Fu,4p)ren

n——+00
. (_1) N4+1 _ . ; . . _ 9 N .
fournit alors Nl—lg-loo W(A u)p, = 0; on en déduit que Nl—lg-loo SN = Uy, C’est-a-dire
(=17 (=P
que la série Z 5 ——(APu),, — W(AP u), | converge, et
p=0

Jrzo:o [( 1)p(Ap o — ﬂ(&”“u)n] .

2p op+1

p=0
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b) Notons, pour simplifier :

Soit N € N ; notons également Uy = Z(—

Comme 2w, +

N N
Uv =Y (—1)"wpi1+ Y (-

Or, p étant fixé, le 6.a montre que

N

n—=
(Aw)y, = wpy1 +wp, on a:

n—

0

N+1

1) w, = Z (-1)"w, — Z(—l)"‘lwn

n=1

lim w, =0, donc
“+oo

Vn €N, w, = (APu),.

)" (2(APu),+

(A7Hu),) =

N

(—1)NwN+1 + wg.
n=0

. o Ap , .
Nl_l)I}rloo Un = wy = (APu)g. 1l s’ensuit

que la série Z (2(APw), + (APT1u),) converge et que
n=>0
+oo
> (D" 2AAP), + (AP ),) = (APu)o
n=0
. Itioli oalit (1)
soit encore, en multipliant cette égalité par 9Pl
+o0 +1
(-1 —1)P —1)P
> <( L), - %w*lu)n) - L@
8. a) D’apres la question précédente,
n 4oo 1
(_1)p+
E, = Z Z ( (Apu) W(Apﬂu)k
p=0k=0
+o00 n 1
(_1)p+
— Z( Z ( )k W(Apﬂu)k
k=0 =
= k (_1)n+1 n+1 .
= Z(— up — W(A )k (télescopage).
k=0
1 n+1
Comme la série Z(— uy, converge, ce qui précede montre que la série Z %(A”Hu) &

k>0
. s ]
converge aussi, et, d’apres 2.a :

1

k>0

_ 14k Antl
E,—S= ~ontl Z )" (A" u)g,
k=0
+oon+1
— 1)k+ n+1
= 2n+1zz p( D )ukﬂ?
k=0 p=0
n+1
n+1 i
-z (1) S
k=p
+00
b) Posons, pour n € N* R, = Z(—l)kuk ; en tant que reste d’une série convergente, on a :
k=
" n+1
HETW R, = 0. On peut alors appliquer le 6.b : ngl-lr-loo o +1 Z < ) p» = 0, d’oul aussi
lim FE, —5S=0, c’est-a-dire
n—-+o0o
+o0o (_1)p
S= Z op+1 (Apu)o
p=0
* * * *
* * *
* *
*
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