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'PROBLEME I (extrait de CCP PC 2004)|

Partie I
—+00
On consideére la série Z n~%z", ou z est un nombre complexe et s un nombre réel donné.
n=1

1. Montrer que cette série converge pour tout z tel que |z| < 1.

2. Dans toute cette question, z = e désigne un nombre complexe de module 1.

+oo
a) Etudiez la convergence de Z n~°z" dans le cas ou s > 1 ainsi que dans le cas ou s < 0.
n=1
+oo
b) Dans le cas ou 0 < s < 1, étudier la convergence de Z n~°z" pour z = 1.
n=1

c) Toujours dans le cas ot 0 < s < 1, on suppose que z # 1. On pose Sy = 0 et pour tout

nombre entier n € N*, 5, = Z 2.

i) Calculer S, en fonction de n et de 6, puis montrer que |S,| < M(#) pour tout n € N,
avec M(6) = ‘ .

ii) En écrivant z* sous la forme Sj — Sp_; pour tout nombre entier k& € N*, montrer que :

[\S]Sa

‘sin

Vn € N*, st F Zsk —(k+1)7] + Sun".

+o00
iii) Montrer que la série Z Sp [n7% — (n+1)~*] est convergente et en déduire que la série

n=1
—+00

Z n~% 2™ est convergente.
n=1
“+oo
Nous noterons dorénavant ¢(z,s) la somme Z n~° z" pour tout couple (z,s) € C x R pour

n=1
lequel cette série est convergente.

3. On note I l'intervalle ouvert | —1,1[ de R.
v p(ts)
t

dt.

a) Montrer que pour tout (x,s) € I xR on a ¢(z,s+ 1) = /
b) Calculer ¢(z,0) et ¢(z,1) pour tout x € I. ’

4. On suppose dans cette question que s > 1.
a) Soit f, la fonction définie sur [0;+oo[ pour tout n € N* par f,(t) = e ™ t5~1. Montrer
que fy, est intégrable sur [0;4o0[ et exprimer /0 o fn(t)dt alaide de n, s et de I'intégrale

“+00 “+00
T'(s) = / et tdt = [ () di
0 0

+00
b) Soit z un nombre complexe de module inférieur ou égal a 1. Montrer que la série Z 2" fn(t)
n=1
de fonctions de la variable réelle t est intégrable terme & terme sur |0, +oo |.
En déduire que pour tout s > 1 et pour tout z € C tel que |z| <1, on a
+o0o  4s5—1
z t
z,8) = — dt. 1
o) =y [ A 1)
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Partie 11

Dans cette partie, on notera ¢ la fonction de la variable réelle x définie par :

(1) g(z)= <7T ; w>2 pour tout z € [0; 27|

(79) g est périodique de période 2.

1. 6 désigne ici un réel de l'intervalle ]0, 27[. On reprend les notations et les résultats de la question
1.2, avec s =1.

a) En écrivant e*0 = S — Sp_1 pour k € N*, montrer que pour tout entier n :

4i0 eik@ 1 9
AN
kimi1 F ’Sing’ n+1
ind
et en déduire que la convergence de la série de fonctions Z est uniforme sur tout
n>1
segment inclus dans ]0, 27].
1 1
b) En remarquant que, pour tout n € N*, — = / t"~1dt, prouver que, pour tout entier
n 0
N € N*
N eind o 11 — ¢NiNo
d = | g
—n 0 — te
et en déduire . _
+00 em@ 1 elG
S
—n o 1—te!

¢) Montrer que, pour 0 < 0 < 7 :

L elf 0 =0
/Omdt:—ln<2sm§>+1 5

puis montrer que cette égalité reste valable pour tout 6 €]0, 27].

400 _:
0
d) En déduire la valeur de Z Smn puis I’égalité
n
n=1
—+00
1—cosnf 0 0
e, S1Toe _0( 0)
n=1
+o0o 1
e) En écrivant la relation précédente pour 6 = 7, calculer la valeur de Z —5 -
n
n=1
En déduire la relation
T—0\%2 72 X cosnd
W 2 = — .
b, (7)) =5+ X%

n=1

2. Soit # un nombre réel. On note Ry (f) la partie réelle de @(e?,2) on ¢ est la fonction définie
a la question I.2.

a) Exprimez Rp(6) a l'aide de g(0).
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b) En déduire que pour tout § € R on a :

+oo  t(elcosh — 1) 2
/ 2 7 dt
0 et —2e'cosh+1

c) Déduire de ce qui précede la valeur des intégrales :

+o00 + d I +oo + d 7 +o00 + d
L U | 27 o et1 57 Jo  sht

3. Soit s un nombre réel strictement positif.

a) Montrer que pour tout # € R on a les égalités :

+o00
dt =T(s+1)>_ n D cosne,

n=1

/+°° t5(e* cosf — 1)
0 et — 2t cosf + 1

oo t5 e’ sin § (o)
/ dt =T(s+1)> n~ T sinne.
0

e? — 2¢tcosf + 1 =

b) En déduire des expressions des intégrales :

I(s) = ot d J(s) = e dt
= t =
() /0 cht 7 (5) /0 sht

+o00 1o
en fonction des sommes Sy(s) = Y (2k + 1)~C+D | Sy(s) = > (=1)F(2k + 1)~V et de I'(s + 1).
k=0 k=0
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