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PROBLEME I (extrait de CCP PC 2004)|
Partie I

1. Pour z =0, la série est évidemment convergente.

Sinon, on peut utiliser la régle de d’Alembert appliquée a la série des modules (qui est bien a

1 —s.n+1 1 —S
termes strictement positifs) : \un+1\ = ](n+ ) ’ = <n+ > g
’un’ ‘(n)—szn’ n

|z| <1, la série est absolument convergente, donc convergente.

— |z|, et puisque
n——+00

. 1 . . . .
2. a) Ici, [n7%2" = n™% = —, qui est le terme général d’une série de Riemann et, directement
) ns ) )

d’apres le cours :
-si s > 1, la série E n~°z" est absolument convergente, donc convergente.

-si s <0, la série E n~°z" diverge grossiérement, puisque son terme général ne tend pas
vers 0.

b) Pour 0 < s <1, la série Zn ® est une série de Riemann qui diverge (cours).

c) i) S, est la somme des termes d’une suite géométrique de raison z = e # 1 donc d’apres
les formules du cours :

inf —2i sin (”—9) elnf/2  gin (”9)
S — oif I-e i0 2 ol(n+1)0/2
=

. 2
I —2i sin (g) eif/2  sin (g)

donc [S,| = ’Sin (% )’ !

- (6 AN
s (2)] o (9
n—1

n n n—1
i) > kR =Y ko (Se—Sk-1) Z k0 S= Y (k+1)758, = > (k™*—(k+1)"%) Sg+n S,
= k=0 k=1
car Sp =0 (cette manipulation sur les sommes s’appelle une transformation d’Abel).

k= —(k+1)"°
sin (3)]
. ) o = 1—(n+1)7% 1
Par sommation et télescopage, il vient kzzjl lak| < ‘sin (g)‘ < ‘sin (g)‘ .

Ainsi les sommes partielles de la série a termes positifs Z lak| sont majorées; cette

iii) e Posons ay = (k=° — (k+1)7°) Sx. D’apres ce qui précede, |ax| <

série est donc convergente, c’est-a-dire que la série E ap est absolument convergente,
donc convergente.

n—1
e On a vu plus haut que Z ks 2k Z ar+n"*%S,. On vient de montrer que la somme
k=1 k=1

du membre de droite converge, et le terme n~*%S,, tend vers 0 car s > 0 et (S,) est
bornée. La série Z n~%z" est donc convergente.

+oo
3. a) Pourtout t € I et tout réel s,ona (t,s) = Zn 5t" d’oupour t # 0, (’D Zn_st" !

n=1
cette derniére expression pouvant se prolonger pour ¢t = 0.

Posons, pour n > 1 : u,(t) =n~5""1 et soit x € —1,1[. Pour tout ¢ € [0,2] (ou [z,0]), on
a [n=*t" 1 < n~%|z|""!, done Hun||[20m] < n~%|z[", qui est le terme général dune série
convergente d’aprées la question 1.
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Cela signifie que la série de fonctions Zun(t) est normalement, donc uniformément,
n>1

convergente sur le segment [0, z].

De plus, les fonctions wu,, sont continues, et, d’apres un théoreme du cours, on peut donc

intégrer terme a terme sur le segment [0, z] :

’fL

/(ptsdt Z/ —srlde = Zns——Zn_81"— (w5 +1).

(somme d’une série géométrique de raison z et de premier terme

b) ¢(x,0) = Z$ 1_33

1
x) et gp(x,l):/ (’Dt’o)dt:/ ——dt=—In(1—x).
0 t o 1—1t

On retrouve, pour x €] — 1, 1], I'égalité Z — = —In(1 — x) (développement en série déja

vu en cours et a savoir par coeur).

1

4. a) f, est continue sur [0, +oo (car s > 1) et f,(t) Lo 0 <t_2
[e.e]

. . 2 .
> puisque t_l}gloot fat) =0

d’apres les croissances comparées. Or la fonction ¢ +—> 2 est intégrable et positive au voisinage

de +oo. D’apres les théorémes de comparaison, f, est intégrable sur [0, +oo].

Le changement de variable u = nt (qui est un ¢!-difféomorphisme de R, sur R, ) donne

directement
+oo +o0o
/ fult) dt = n—S/ e 57l dt = n 70T (s).
0 0
b) Posons wu,(t) = 2"fu(t) = t*"1(ze7))". Pour t > 0, [z¢7} < e! < 1, donc la
série de fonctions ZU" converge simplement sur ]0, +o0o[ et sa somme est la fonction
, zet zt571 . .
Sttt 1 — == , qui est continue sur ]0, +00].
— ze el —z

Chaque fonction wu,, est continue et intégrable sur |0, +oo[, puisque |u,| < fn et que f,
I’est.

+o0 +oo

/ lun ()] dt = \z]"/ fu(t) dt = |2]"n"°T(s) < n~°T'(s), qui est le terme général
0 0

d’une série convergente, car s > 1.

D’apres le théoréme de convergence d’une série en norme || ||;, on en déduit que S est

+o00 100 4o
intégrable sur |0, +oo[ et que S = Z / Uy, ce qui s’écrit :

0 n=1

—+o0 tsl
z/ Zzns
0

z +oo gs—1
= — — dt.
(10(2:78) F(S) /0 et — 5 d

Rem : on a bien I'(s) > 0 puisque c’est l'intégrale d’une fonction continue positive et non
identiquement nulle...

ou encore

Partie II
1. a) On reprend ici la technique utilisée en 1.2 (transformation d’Abel) :
i +oo +o0o +o00 +o0o +oo
1 Sk Sk-1 Sk Sk
Z = Y =(Sk—Sk-1) = > —/—=
k=n+1 k k:n-i-lk k=n+1 k k=n+1 k k=n+1 k k=n k+1
+oo

1 1 Sh

=2 S (E Tk 1) T+l
k=n+1 + n+
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1
donc, en utilisant 'inégalité triangulaire et I'inégalité |S,| < ’7 démontrée en I.2.c

(@)

=X el = 1 1 S, | 1 = /1 1 1
> 7S > ‘S’“’(E_k+1)+n+1<‘sm(g)} zn: (E_k+1)+n+1
~—_—— =

k=n+1 k=n+1 et
>0 —
T n+1
< 1 2
’sin (g) ’ n+1
Donc, pour 6 € [a, f] C]O, 27 :
Jrzojo ! - < ma L L 2 — 0
e X X " s .
[— k |sin (%)‘ ‘Sin (g)’ n+1 n—+oo
o0

ind
convergent donc uniformément vers 0 sur [«, 3],

Les restes de la série de fonctions E
n>1
ce qui signifie que cette série de fonctions converge uniformément sur cet intervalle.

N oo N1 o P -t g (11— tNelNo
b) e = / et dt = ¢ / (te1 ) dt =¢' / ———dt
) ngl n r; 0 0 n;l o 1—teif

En effet, on peut ici intervertir la somme et 'intégrale puisqu’il s’agit d’une somme finie, et
on a utilisé la formule qui donne la somme des N premiers termes d’une suite géométrique
de raison te'? # 1.

N oind 1 eif 1 4N Gi(N+1)0
OOnadonc:Z :/ Wdt—m\/ avec rN:/ ————d¢t. On a alors
n=1 0 —te

n o 1—tel
1 tNei(N+1)6 1 tN
ry| < — | dt :/ ——dt
| N|\/g 1 — tel? o |1 —telf
12
Or ’1 —tel‘g’ = 1 — 2tcosf + t> et une rapide étude des variations de la fonction

t — 1 — 2tcos @ + t?> montre que son minimum, pour ¢ € [0,1], est atteint pour ¢ = cos@
si cosf > 0 et pour ¢t = 0 sinon. Dans le premier cas, ce minimum est sin?6 et dans
le second cas, il vaut 1. Puisque 6 €]0,27[, on aura donc toujours l’existence d’un réel

m > 0 tel que, pour tout ¢ € [0, 1], }1 —teie} >m>0.

1/t 1 1
On en déduit |ry| < —/ tNdt = ———— donc lim ry =0.
m Jo mn-+1 N> +00

e Il en résulte :

+00 inf 1 G0
> = / - dt.
n o 1—tel

n=1

c) e Supposons d’abord 0 < 0 < 7.
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/1 ei@ dt_/l dt - 1 dt
o 1—tel? Jy e —¢ Jy cosf —t—1isinf

/1 t —cosf b+ is 9/1 dt
S isin
0 t?2—2tcosfh+1 0 (t—cosf)?+sin?0

1 9 Lo t —cosO\1!
——E{ln(t —2tcos€+1)}0+1[Arctan (W)]O
1 . o0 . 1 —cosf

= —Eln <4s1n 5) +i (Arctan g Arctan(— cot 9))

—1In (2 sin g) +i (Arctan (tan g) — Arctan (tan (9 - g)))

0 T—0
=—1In (281115) +1 5

e Supposons maintenant 7 < 6 < 27. En posant 6’ = 27 — 6, de sorte que 0 < #' < 7, on
a, en utilisant le résultat précédent :

- — T
€ € €
/0 1 — tei o 1 —te 10 o 1—tel?

/ o
=—1In (28111%) —iﬂ 0

2

0 T—0
——ln<2sm§>+1 5

donc le résultat est encore valable dans ce cas.

L elm Lodt

e Enfin, si 0 =, / ——dt = —/ —— = —In2, et la formule reste vraie.
o 1—tel™ o 1+1

d) e Compte tenu des deux questions précédentes, on a

400 ein@ 0
Vo €]0,2n] , Z = —In <2sin§) +i

T—0
2

n=1
N . . .
p p g X membres :

=Xsinnd 7-0

Vo €10, 27, Z =

= n 2

e On a vu que la série de fonctions précédente est uniformément convergente sur tout segment
[e,0] de ]0,27[, ce qui permet d’écrire :
= X cosne — cosnb

0 . ¢ +00  ,f s ¢
Vo 6]0,271[7/ <Z sinn ) dt:Z/ sinn dtzz '
c n e n n

n=1 n=1

Or, pour 6 €]0,2n[ fixé, la série de fonctions de la variable ¢ €]0, 27| est normalement
cos ne — cos nd 2 o 3

— | S elle est donc aussi uniformément convergente
n

sur ]0,27[, et le théoréme d’interversion des limites permet alors d’écrire

convergente puisque

0 (X ginnt ) I cosne — cosnb X1 - cosnb
\me]o,%[,/o <Zl - dt = lim ;T 2217.
Omr—t 0 0
Puisque/ 7T—dt:— <7T——),011 obtient bien :
0o 2 2 2
“+00
1—cosnf 0 0
0 2 — = — _ —
W0 clo.2nl, 3o 3 (73

cette égalité restant évidemment valable pour § =0 et 6 = 27.
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e) e Pour 6 = 7, I'égalité ci-dessus donne :

+z°:° 1—(-1)" =2
n? 4

n=1

Or 1 —(—1)" =0 si n est pair. Il ne reste donc dans la somme ci-dessus que les termes
d’indice impair d’ou

oo
s e+1)? 8
+o0 1
Sil = —
i l’'on note S ZnQ’Ona
n=1
too 400 +o00
1 1 1 S
pz::o (2p +1)? pz::l (2p)? p;) (2p+1)2 4
2 2
soit finalement Vil % puis S = %

e On aura alors, pour 6 € [0,27] :

fcosne_*fi_e(w_e)_ﬁ_e<ﬁ_e>_<w—0)2_ﬁ
n2 4~ np2 2 2) 6 2 2) U 2 12°

n=1 n=1
) +00 _inf —+oo 0 2
2. a) p(e?2) = Z en2 » donc R,(0) = Z 6022” = g(0) — %, pour 6 € [0,27] d’apres la
n=1 n=1

question précédente, cette égalité se pro_longeant a 6 € R par périodicité.

) ) 400 t +oo teie(et — e—i@)
b) Daprés L4.b 192219/ -dtZ/ ‘
) D’apres , p(e?2) =e 0 et — eif 0 e? —2cosfet +1

En prenant la partie réelle et en appliquant 2.a, il vient

to  t(cosfel —1) 72
/0 e2t —2cosfet +1 dt = Ry (0) = 9(0) - 12

c) En prenant 6 =0, puis § = 7 dans 2.b, et en simplifiant dans I'intégrale par e’ —1 ou par
e! +1, on obtient :

2 2 2 2
T T 7T ™
I = —— et —Iy= ——, soit I} = — et Iy = —-
=90 = et —h=g(m) - T soit h=Tc et =T
o " 1 2el (e' +1)+ (e = 1) 1 N 1
n remarque ensuite que — = = = )
q WMt~ @ -1 (@+Def—-1) e—-1 e+1
2
donc Igle—i-Ig:%-
3. a) 1.4.b donne :
+o00 ind . i0 +00 s 1 +o00 t5 0/t ,—if
Z e—:go(ele,s+1): e / _dt = / e’(e' —e™)
nstl I(s+1)Jo et—¢é I(s+1)Jo e*—2cosfet+1

n=1

11 suffit alors de séparer la partie réelle et la partie imaginaire pour obtenir les deux égalités
demandées.

b) On procéde comme a la question 2.c. En prenant § = 0 et 6§ = 7 dans la premiére des
égalités du 3.a, on obtient :
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+oo 48 too 1 +oo 48 100 (_1)n+1
dt=T(s+1 et / dt=T(s+1 .
/0 et — 1 ( )nglns-l-l 0 et+1 ( )ngl ns-i—l
L1 1
sht e —1 et +1
ne reste dans la somme que les termes d’indice impair, et on obtient donc

Comme on 'a vu en 2.c, - En ajoutant les deux égalités ci-dessus, il

J(s) =2T(s+ 1) S1(s)

En prenant maintenant 6 = g dans la seconde égalité du 3.a et en remarquant que
el 1 I(s) X sin(nw/2) R (—1)F
= ) btient —= =T 1 ————= =7 1 —_—,
%+ 1 2cht 00OV T (s + )nz::l e+l (s + )kz:% (2k + 1)s11
soit :

I(s) =2T(s+ 1) Sa(s)
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