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‘PROBLEME 1 - CENTRALE MP 2011

I étude préliminaire

I.A  Convergence des séries de Riemann

ILA1l. Soit k> a+1. Vx e [k;k,k+1],Vyek—1;k], f(x) < f(k) < f(y) par décroissance de f d’ou :

k+1 k+1 k k
[t [ mde=sw= [ smdy< [ sway
k k k—1 k—1
I.A.2. Question de cours!

— Pour a <0, la série Z diverge grossiérement (son terme général ne tend pas vers 0).
1
o

1 kooat 1 dt tlma” a
Vk>2 — < — donc ¥Vn>2,y —<1 =1 < :
ke /k_l o one v ;ka +/1 o + [1—04]1 a—1

La suite des sommes partielles (Z k%) est croissante majorée, elle converge.
k=1 n=1

— Pour « > 1, on applique la question précédente pour a =1, et f(t) =

=

1
— Pour 0 < a < 1, on applique aussi la question précédente pour a =1, et f(t) = 7

Vk>1 i>1>/k+lg donc Vn > 2 Zi>zl>/n+lﬁ—m(n+1) — 400
= 7ka/k/ k t = 7k:1ka/ :1k/ 1 t_ N o0 .

Conclusion : la série de Riemann ) -5 converge si et seulement si o > 1.

n
1 «
I.A.3. D’apres le calcul fait a la question précédente, pour tout o > 1, et tout n € N*, 1 Zk—a
k=1

On fait tendre n vers l'infini, on obtient alors : 1 < S(a) = Zk—a <

I.B Premieéere étude asymptotique du reste

kL Qg 1 k d:c
I.B.1. VkE>n > 2, / — < T < / , donc en sommant, pour tout entier N >
k T k—1 T

/N“ dz Z 1 /N dz
n ka\nlxa

xlfa N+1 N 1 xlfa N
<Y —< :
{1—a]n Zko‘ [1—a]n_l

soit

EEn T [
Dioi
Fale) = (| < T
(a—zﬁa1(‘(1‘%>1a+1>:<a—$na1(a;1 (%>): Q%
Finalement : Ry (a) = W +0 (%) .
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1
(1 - )zt
[ est de classe €°° sur R7 ; d’apres la formule de Taylor avec reste intégrale appliquée a f entre k et
(k+1)ona:

I.B.2. Soit f la fonction définie sur R* par f(z) =

Vke N, f(k+1) :f(k)+f’(k)+w+/k+l (k+1 =02 iy gy
k

2 2
soit
VhkeN flk+1)—fl)) = — -2 1 44
’ T ke 2 et Tk
avec - ( 1
. yala+
On a alors : . .
ala+1) 5 ala+1) /
0< A< ——= k+1—t)"dt ———= de
k 2I€a+2 ,/k ( + ) 2ka+2 &
) ala+1)
soit 0 < Ak < W .

1.B.3. D’apreés 1.B.2) :
1 a 1

VkGN*, f(k—Fl)—f(k)—k—a‘f‘EW

d’out en sommant, pour N >n > 1 :

aN 1 a a(a+1)N 1

On fait tendre N vers l'infini, on obtient alors, puisque liIJrrl flz) =
xr—r+00

:Ak

1

0< 1)~ Raf) + TRu(a+1) <« WD R (04 9)

D’aprés I.B.1) on a :
1 1 1 1
nla+1) = — ) et 2 — — __—0(—),
Rp(a+1) anc +0 (na+1> et Rp(o+ )nﬁoo (a + 1)notl 0 (na-i-l)
d’'ott —f(n) — Rn(a) + L _ 0L ) cest a dire R,(a) - + ! —+0 1
u —jn)—- o T — ire : R,(a) = )
2ne notl ( —no—1 ° 2n notl

II Formule de Taylor et nombres de Bernoulli

II. A  Nombres de Bernoulli

II.A.1. Soient p € N*, I un intervalle de R non réduit a un point, et f : I — C une fonction de classe ¢ sur
I.
p—1
Posons : g = Zaif(i). Alors :
i=0

j=1 g:l‘j'i:O k=1 \i
L N 21 k-1
— / ¢ (k) v (k)
w3 () 0 3 (St
k=2 \=0 k=p+1 \i=0
apg = 1
k—2
Soit alors (an)nen la suite réelle définie par : a
1 T (CL ) EN uite r nie par VE>2 ap = — (k_lz),
1=0

L’égalité précédente devient alors :

2 gl 2p—1 fk—1 I4+p—1
i & (Batn) - B (S )

k=p+1 \i= 5 ( =0
I+p—1 w
On pose alors : Vi€ [1;p—1] : byp = Z (l_'_iz_)', et on obtient le résultat demandé.
, p—1)!
=0
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II.A.2. Soit maintenant (a,)nen une suite répondant aux conditions de la question précédente.

D’apres le calcul fait & la question précédente : Vp € N* | V f € ¥°(1,C) :

p

) I4p—1 .
S w3 (St ) 1 (X ) o = s s

i=0 =1
p k—1 I+p—1 a
— 1) (k) NN R (p+l) —
(ag—1)f +Z< = )f +Z<<Z l—l—p—i)!) blm)fp = 0.
k=2 \i=0 =0
Pour f(x) = aP, cette égalité s’écrit :

p ! B
v 1Z<Z >><ppk> e

C’est un polyndéme nul, donc ses coefficients sont nuls, et par suite :

soit

k—2

Qozl et Vk>2, a/kflz—z(kafj,)'
=\ IR
ou encore,en posant : p=k—leti=k—j=p+1—7:
p+1

a
ap=1 et Vp=1,a,= Zp“l.

1
En particulier, a; = —= et ag = —-
P LT T
Montrons enfin par récurrence sur p que : Vp € N, |a,| <1
Ceci est évident pour p=0; soit p > 1 tel que : Vk e [[0;p—1], |ax] <1

p+1 p+1
i 1
Alors : Vi € [2;p+1], |apri—i| < 1. Dou : |ap| = Z%:—'l < Zﬁ < e —2 < 1. Cela acheve la
=2 ’ =2
récurrence.
I1.A.3.

(a) VpeN*, la,| <1,donc VpeN, VzeC, |ayzP| < |z]”.
Si |z] < 1, alors la série (> |z|") converge, et par comparaison de séries a termes positifs, la série

Zapzp converge absolument. On note alors : p(z) = Z apz?.

peN
—+o0 Zn —+o0
(b) Pour tout z € C tel que |z] < 1, les deux séries : e — 1 = Z—' et ¢(z) = Zapzp sont absolument
n!
n=1 p=0

o0
convergentes; donc si (e —1)p(z) = 3 d,2™ est la série produit de Cauchy de ces deux séries, le rayon
n=1
de convergence de cette série est a priori > 1 et 'on a d’apres les formules du cours :

n+1 n+1
a — a _
Vn e N*, dn+1=§:L}p=an+§:L}p=0 et dy =ag=1.
=1 P = P

Ainsi, pour tout z € C tel que |z| <1, (e —1)p(z) =2 et ¢(z)= si z#0.

z
e* —1
(c) Pour tout z € C tel que |z| < 1, posons :

z z 2242z —1)  z4ze®

VR =R mmE = T T S e ) T ae D)
z4ze 2 (z+ze %) e* =
Alors w(—z) — 2(1 — eiz) — 2(1 — eiz)ez = 1/1(2)7 et ’(/](Z) =1+ éakzk est la somme d’une série
entiere paire sur D(0,1).
On en déduit : Vk e N* agp+1 = 0.
as—; a3 1 1 1 6—15+10 1
nfin, a; = Z SRR (120 B 72) 720 720

(ce résultat peut aussi s’obtenir en faisant un développement limité de x +— a lordre 4 en 0).
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II.B Formule de Taylor
1

W , ol « est un réel strictement supérieur a 1.
—)x®

IL.B.1. Soit f la fonction définie sur R par f(z) =
On fixe un entier naturel non nul p et on note :
g = aof + alf/ 4+ 4+ azpilf(prl).

Remarquons d’abord que puisque f est de classe €°° sur R*, g I'est aussi.
Appliquons & ¢ la formule de Taylor avec reste intégrale entre k et (k+ 1) a Pordre 2p :

1 k+1
k+1) )+ / CotD () (k41 —¢)2dt
g( X:J EnL g (1) ( )
1 Y apt) 2
PO+ 6) (1 — )% dt
+Z g [ a0
1 1 /2p—1
/ k)+sz,2pf““p>(k> + o / Y af TPk t) ) (1)t
=1 (2p)! Jo i—0
R(k)

no1@ - (a+n—2)

Or Vn e N*, Vo e R, f"(z)=(-1) g donc
4p 1
_ no1@ (@ +n—2) nla"'(a+n_2) 2
|R(k)| - Z bn—2p,2p(—1) T patn-1 / l Z an—2p—1( e (1 —t)=d¢
n=2p+1 n=2p+1
4p 1 4p
a---(a+n—2) 1 a--(a+n—2) 5
< |bn—2p,2p‘ atn— + / < |an—2p—l‘T (1—t) det
’n,ZQZerl fatn—1 2p)! Jo nZQZerl (k + t)atn—1
4p
Ap—2p—1 _ -
< l > (’bn—2p,2p‘+’(27’3!}> a---<a+n—2)1 - (rre)
n=2p-+1

donc, p étant fixé, 34 € R, Vk € N*, |R(k)| < Ak—@pta)

II.B.2. D’aprés la question précédente : Vk € N*, g(k + 1) — g(k) = f'(k) + R(k), d’ott en sommant :

>n> 1ZE+ZR gIN+1)—g(n) (%)

2p—1

(ati=2) : e
Or g(N) = A a)NoT N‘l T+ Z a;(— W ij 0 donc en faisant tendre N vers l'infini dans
) 1 S . 1
(%), on obtient : |Ry(a) 4+ g(n)| < AR, (a+2p) = O (W)) ,dou: Ry(a)=—-g(n)+0 (W) .
2p—1
. 1
Cela s’écrit encore : R, (o) = — Z aif®(n)+ 0 <W> Or pour p > 2, ag,—1 = 0, donc pour p > 2,
i=0

on a :

2p—2 _ 1
Farvireo( )
=0

Or on a déja établi cette égalité dans la premiere partie pour p = 1, elle est donc vraie pour tout entier non
nul p.

I1.B.3. Pour p = 3, il vient

1 1 et +a@+mw+m)+o< 1>

R@)=—(—2 1
(@) <u—amwﬂ 9ne  12patl 72000+ nas

1 1 1 1 1
R.3)=c+z=+-——-——=+0|—= |-
®) 2n? + 2n3 + dn*  12nS + <n8>
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III Polynomes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

III.A  Polynémes de Bernoulli

IIT.A.1. (a) ¢ Montrons existence et l'unicité de A, par récurrence sur n.
Pour n =0, Ay est donné directement et c’est bien un polynome.
Si A, existe et est unique alors soit F' la primitive de A,, qui s’annule en 0, F est un polynoéme et

1 1
(A;LJr1 = A, et / Api1(t)dt = 0) = (An+1 = F+ C (C constante) et C = —/ F(¢) dt)
0 0

donc la constante C' existe et est unique et donc le polynéme A, ;1 existe et est unique.
Ainsi les conditions de III.1 définissent une unique suite (A”)n ¢y de polynomes de R[X].

o Montrons, par récurrence sur n, que deg(A,) = n : c’est clair pour n = 0, et si c’est vrai pour n,
n n

alors A;erl(X) = An(X) = ch,ka avec Cpn 7& 0 donc An-i—l(X) = kcn—_iilek-’_l + Cn+1,0 est
k=0 k=0
de degré n+ 1.
1
On peut d’ailleurs montrer en méme temps que ¢, , = -
n!
¢ On trouve facilement :
1 X2 X 1 X3 X2 X
A=X——, Ag=———+ — = -4+
' AR N T S A S R U

(b) Posons Cy(x) = (—1)"An(1 — x) ; C), est une fonction polynéme et on a :

Co=1 et Vn>1, Cz)=(-1)""A (1-2)=(-1)""Ap (1 —2) = Co_i(z)

1 1 1
/OCn(t)dt:(—l) /OAn(l—t)dtu::% (—1) /O A () du =

Donc la suite (C’n) vérifie les conditions de III.1 et donc, par unicité, C,, = A, pour tout n ce qui
donne :

et

VneN, VzeR, A,(z) = (-1)"4,(1 —z).
1 1
(¢) o Pour n>2, A,(1) — A,(0) :/ Al (t)dt :/ Ap—1(t)dt =0 donc A,(1) = A,(0).
0 0

¢ Selon (b), Ag,—1(0) = —A2,-1(1 —0) = —As,,—1(0) d’apres ci-dessus donc : Vn > 2, As,_1(0) =0.

n
Cn
(d) ¢ Montrons, par récurrence sur n, que A,(X) = Z k'
=0
" c
C’est clair pour n = 0, et si c’est vrai pour n, alors A; (X) = A,(X) = Z 7;']6 X* donc
k=0
n c n+1 c
Ap1(X kr—LI— ]I XFFlye o1 car cppr = Ap+1(0). Ceci donne bien A, 11(X) = Z nzllfk Xk,
k:O k=0 ’
n+1 n
o L’égalité A,,11(1) = A,4+1(0) donne alors Z "+1 b =0 soit: Vn > 1, kz_o nt 1 — =0
n+1 c
(€) On ¢y = Ap(0) = 1 et, pour n > = —Z n+1 * done, d’apres II.A.2 et par récurrence

immédiate : Vn € N, ¢, = a,.

IIT.A.2. (a) Pour t € [-1;1] :

‘An(t) z"’ =

- Un—k i n - ‘an—k| n - 1 n n

Sttt o (3oL < (3 Y <

k=0 k=0 k=0

en utilisant II.A.2. Or la série > |z|™ converge si |z| < 1 donc si t € [-1;1] et |z| < 1, alors

neN
n(t) 2" converge.
> An(t) 2" g
neN
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(b) Soit z fixé tel que |z| < 1.

o Uyt Ay(t) 2™ est de classe €1 sur [0;1] avec ul, () = ) .
0 sin=1

{Anl(t) Z" osin>1

La série > wu, converge simplement sur [0;1] selon (a) et pour tout n > 1, H“;H([il] < elz|" done

neN
>~ u), converge normalement donc uniformément sur [0;1]. Le théoréme de dérivation terme a terme
eN
n o
permet de conclure, et comme Z An—1( =z Z An(t) 2™, t— f(t,2) est de classe € sur [0;1]
P n=1
et Vt € [0;1], &f(t,z) =2 f(t,2).

o La fonction ci-dessus est donc solution de I’équation différentielle ' = z y donc Vt € [0;1], f(t,2) = f(0,2) e

Zezt
O 0, nz' = ) d tel0;1] et 0< <1 al An( = .
r f(0,z2) Za onc si [0;1] e |z aorsnzo e
z/2 z/2 4 1
(c) o Pour 0<|z| <2m,onae®*—1#0 et ;e_l—I—ezz_l:z(ez/Q_el)(—;/z_'_l).Onadoncbiensi
z/2 /2
ze z z
0 2 =9 .
< lel < 2m, -1 o1 e?/2 — 1

o Ainsi selon (b), pour 0 < |z| <1,

S (D)oo e ()t () - S
2\ 2 Te—1 ‘el e-1 ¥l Tr¥= 2 \y ne

n=0

Cette égalité reste vraie pour z = 0.

Par unicité du développement en série entiere en 0, ceci donne :

1 1
vneN, A, <§> = <2n_1 — 1> Q-

IIT.A.3. (a) Montrons par récurrence sur p que, pour tout p € N*, on a les tableaux de variations suivants :

1
T 0 Qop 1 5 Bap—1 1

A4p_2 (ac) \ 0 / :

NS

1
T 0 Qop—1 5 Bap—1 1

Ayp_1(2)]0 e \o\ /o

621) 1

0 N

[N

ng 1 X 0 agp

Au(@) a0 7N . Asp1 ()]0 ~

¢ Pour p = 1 le tableau de de variations de As est bien comme indiqué avec a; =

[N

z |0 o2p

L L et
2 23

B =3+ 2\/3, puis, comme A} = Ay et Az (3) = —3a3 = 0 et A3(0) = A3(1) = 0, le tableau de
Varlatlons de As est celui voulu.

On en déduit, puisque A) = Az que A4 croit sur [O, %] donc Ay (%) = (2% - 1) as > 0 et donc,
grice a sa stricte monotonie, A4 a une unique racine oy € }O, % [ De méme, puisque A4(1) = a4 <0,
Ay décroit sur [%, 1] et a une unique racine 4 € ] %, 1 [ On a donc le tableau voulu pour A4 et donc

celui de A5 en sachant que A5(0) = As5(1) = A5 (1) =0.

o Si le résultat est vrai pour p, du tableau de Ay,41, on déduit le signe de Ailp 12 qui donne la
décroissance stricte de Agpqo sur [O,%] et sa croissance stricte sur [%,1]. Si Aupto (%) était
positif, alors Ay,1o serait positive non nulle sur [0;1] mais d’intégrale nulle, ce n’est pas possible.
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Donc puisque 2n st — 1 < 0, Agpio (1) < 0 < agp+2. On prouve de méme par ’absurde que
Agpt2(0) = A4p+2(1) est strlctement positif, donc A4y s’annule une fois et une seule dans chaque
intervalle ] [ } 11 [ On en deduit le signe de A4p2 donc les variations de Agy43, puis son signe
sachant que A4p+3 S annule en 0, = et 1. Les tableaux de variations de A4p44 et A4pys s’obtiennent
de méme et sont bien ceux attendus

(b) © D’apres les tablaux ci-dessus, ||A2n|| 011 _ = max (|a2n| ‘AQn (%) |)
Or pour n > 1, |4z, (3)| = (1 — so=) |azn| < |azn| donc Vn =1, Yz € [0;1], |Azn(2)| < |azn|.
o Puisque Agni1(1 — 2) = —Aznpa(2), on a ||A2n+1H[01 = || Az n+1H[0 2 Mais si @ € [0;4],
[A2n1(@)] = |A2n+1(0) +/ Agn (1) dt| = A2n(t) t‘ < xHAanOO car asp+1 =0 sin>1.
0 0
Ainsi Vn > 1, Vz € [0;1], }AQHJFI( )} < ’a;n’

ITII.B Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin
II1.B.1. (a) Montrons par récurrence sur ¢ € N (on peut en fait partir de 0) que :

q

. 1 1
=Y 4 @r0n]) + o [ Ao
=1 0
1
Pour ¢ =0, la formule se réduit & f(1) — f(0) = / f/(t)dt qui est vraie.
0

Si elle est vraie pour q,alors, par intégration par parties,

1
/O Aq () fOTD(t) dt = / A (O F D () dt = [ L(8) T (8) / Agr () F02) (1) dt,

et on obtient la formule pour ¢+ 1.

(b) Puisque A1(0) = —A;(1) = —3 et pour k > 1, Ai(1) = A2,(0) et Agpy1(1) = A241(0) =0, on en
déduit, pour tout p > 0 :

F(1) = f(0) = (f/ ZQ%( (23 f(2j)(0)) _/0 A2p+1(t)f(2p+2)(t)dt.

J=1

N =

II1.B.2. ¢ En appliquant le résultat précédent a fi: ¢ — f(k +t), on obtient

p 1
Flk+1) = f(k) = %(f’(k:+1)+f’(k)) = s (£ R+ 1) = FOD(k /A2p+1 (B F PPt + k) dt
— 0
1 Jp _ k+1
= S+ 1)+ £(0) =Y ag; (F& ke +1) = )k / Ay (D2 (1) dt
; k

Il
-

J

donc, en sommant entre n et N, par télescopage,

N 1 14 ) N+1
() FOD=Fn) = 3 545 (D= F ) =D aay (£ (V4 1)= £ w)) = [ g ()7 1)
k=n j=1 n

En notant ¢, le signe (constant) de f(P+2) sur [n;+oc],
Ax (2p+2) A [0,1] (2p+2)
Vi e [7’1, +OO 2p+1 )f (t) < H 2;D+1HOO Epf (t)a

et :

f(2p+2)(t)‘ dt =¢, /m FePE () dt = D () — fCPHD () —  — D ()

xr
~/n n T—+00
ce qui montre Pintégrabilité de f(P*2) donc de A§p+1f(2p+2) sur [n;+oo[. En écrivant alors () sous
la forme :

N+1

Zf FN+1) = f(m) 5 (F/(N+1)~ +Za2( FEONAD)=F )+ [ A5, (OF @D (@) e,

n
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et puisque selon les hypotheses, pour tout j, f (j)(N +1) — 0, ceci montre la convergence de

N—+oco
> f'(k) et donne, & la limite,
k>n

—+o0

00 p
S 7k = ) + 57 () = 3 asy ) (m) + / Az (PP (1) dt.
k=n j=1 n

¢ L’inégalité vue plus haut donne

+oo [0,1]

—+oo
Ay D1 20) 0] < |21y [T 6P 0 a1 = ey |27 767

n

donc , avec le résultat de A.3.b, et vu que le signe du majorant est positif,

+oo . a
[ Aol < e

ITI.B.3. En appliquant la formule ci-dessus a f: x — au rang p — 1, ce qui est légitime car,

(1 - )zt
comme on a vu au ILB.1, f est de classe € sur tout [n;+oo[ pour n € N* f <0, et

(@t n—2)

VneN*, Vo e Ry, fM(z) =(-1) ratn—1

est du signe de (—1)"~' et pour tout n € N, f(®)(2) — 0, on obtient :

Tr—r+00

+o0 . 1
Az, ()PP () dt = O (W) .

n

IV Compléments sur ’erreur

IV.A Encadrement de ’erreur

IV.A.1. Si n =1 mod 4, alors selon ITI.A.3.a, A,, <0 sur [O, %] et A, >0 sur [%, 1] .
Donc, I'inégalité : Vt € [0,1], g(t) < g(3), implique : Vt € [0,2], A,(t)g(t) = g(3) An(t). De méme,
vte [L,1], g(t) = g (3) implique : Vit € [3,1], An(t)g(t) = g (3) An(t).
1 1
On a donc: Vt € [0,1], An(t)g(t) > g (3) An(t) donc / A,(t)gt)dt > ¢ (%) / A,(t)dt =0 car n > 1.
0 0

Le cas n = 3 mod 4 se traite de la méme facon.

On peut d’ailleurs résumer les deux cas en :

1
VpeN, (-1)?/ Asper (Dg(t)dt > 0.
0

IV.A.2. ¢ Par définition (vue au I1.B.2) et d’aprés [II1.B.3], on a pour p > 1,

~ +oo

Suanl) = S(@) = Ra(0) = 1)+ 3(0) = D" 0z /O n) = S(a) = [ A3 (07O 1) .

Or:
+o0 +oo k+1 +o00o 1
Appra OO At =3 | Ay (OFFT (At =) / Anpia () f P72 (¢ + ) dt,
n k=n k=n

et, en posant, pour ¢ € [0;1], gx(t) = fCPH2 (¢t + k), on a g}(t) = f@P+)(t + k) > 0 (voir IIL.B.3)
donc on peut appliquer le résultat de IV.A.1.

1
On obtient que pour tout k > n, / Agp 1 (1) fPPH2D(t + k)dt est du signe de (—1)P et donc
~ 0

S(c) — Sp2p(@) est également du signe de (—1)P.
Ceci donne donc S, 4p(ar) < S(@) < Sy apra(@)et S, ap(@) < S(a) < Spap_a(a).

o Done 0 < () =5,1p(@) < Snips2(@)=Sr,1p(0) = —aaps2f ) (n) d'ott |S(@) = Spap(@)| < Jaspraf ¥+ (m)]

et —aup AP (1) = Sap(@) = Snap_2(a) < S(@)—Snap_2(a) < 0 d'oit ‘S(a) - SW,Q(@)\ < Jasp F ()|

On a ainsi traité les cas g =2p et g =2p—1, donc Vg > 1, ‘S(a) — Sn2q| < ’a2q+2f(2q+2) (n)‘ .
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IV.B Séries de Fourier ~ CORRIGE DM N°7 PST* 16-17
~ 4 !
IV.A.3. On a donc ‘S( ) — Si00.4(3 ‘ a6 /) (100)]. Or O (z) = (—1)72> Xx58x 67 _ —72286 (voir
o 1 —-16 —17
IIL.B.3) et ag = 42 o done ‘S 310074(3)‘ < 510716 < 10717,
IV.B Séries de Fourier
Résultats admis, les séries de Fourier n’étant plus au programme.
IV.C Comportement de ’erreur
IV.C.1. Pour p>1,0na
f ? (n) - not2p—1
et
P2 () Ca(a+2p=2)(a+2p—1)(a+2p)  (a+2p-—1)(a+ 2p)f(2p)( )
- nat+2p+1 - n2 )
(2p+2) 2p— 1 2p) S(2p + 2
. avee B, [22052f 0| (0420 Dla+2) S@p+2).
asp ) (n) 4dn2m2 S(2p)
a2 P2 (n)
IV.C.2. L’encadrement du I.A.3 montre que S(a) — 1 donc, & n fixé, | ——————2| — +00 et
a—+o00 agpf(2p) (n) p—+00
(2p+2)
notamment, il existe py tel que Vp > po, w > 1 et donc dans ’écriture
a2p.f( P) (n)
B n—1 1
Sn,Qp = T f( Z a2]f(2j
k= 1
la derniére somme est somme partielle d’une série (alternée) grossierement divergente.
On en conclut que n étant fixé, la suite (§n72p(a)) . ne converge pas vers S(«) quand p tend vers +o0.
bz

11 faut donc choisir simultanément p et n pour que la majoration obtenu au A.2 soit la meilleure, c’est-a-dire

|azp+2f 2P+ (n)| le plus petit possible.
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