CORRIGE CNM TSI 2002 - MATHS 1

I. Transformation d’Abel

I.1. a) Immédiat.

b) On peut poser B_; = 0, de sorte que la relation b,, = B,, — B;,,—1 est encore vraie pour n = 0.
Soit n € N*; on calcule :

Zakbk = Z ak(Bk — kal) = Z akBk - ZakBk,1 = Z akBk — Z akBk,1 (car B,1 = 0)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=1

n n—1
= Z arBr — Z ap+1 Bk (changement d’indice k' =k —1 dans la 2¢ somme)
k=0 k=0

n—1 n—1 n—1
=apnB, + Z ap By — Z ap41Br = ap B, + Z(ak — a+1)Br .
k=0 k=0 k=0

1.2. a) Il s’agit d’un résultat du cours de Sup (a redémontrer le jour du concours, en revenant a la définition
de la limite ou en utilisant le théoréme des gendarmes).

b) On suppose la suite (B,,)nen bornée; il existe donc un réel B tel que, pour tout n € Non a: |B,| < B.

Par suite : Vn € N, |(an — ant1)Bn| < Blan — any1|. La série > |a, — anq1| étant convergente

par hypothese, les théoremes de comparaison des séries a termes positifs assurent la convergence

de la série > |(an — an41)Bn|, c’est-a-dire 'absolue convergence, et donc la convergence, de la série

S (an — ant1)Bn.

n—1

Cela signifie que lim (ar — ag41)By existe. Puisque lim a,B, = 0, la relation démontrée en
n—-+o0o n—-+oo
k=0
n

1.b montre que lim E arby existe, c’est-a-dire que la série de terme général a, b, converge.
n—-+oo
k=0

1.3. Supposons la suite (a,)nen décroissante de limite nulle. Alors :
n

n

Z |ak - ak+1| = Z (ak - ak+1) =ap — Qpy+1 — Go,
n—-+oo

k=0 k=0

c’est-a-dire que la série > |a,, — a,41] converge.
Les hypotheses de la question précédente sont donc vérifiées, donc la série de terme général a,,b,, converge.
I.4. Supposons la suite (a,)nen décroissante de limite nulle. Si 'on pose b, = (—1)" pour tout n, alors
n
B, = Zbk = 0 ou 1 selon la parité de n, donc la suite (B),en est bornée. D’apres la question
k=0

précédente, la série > anb, converge.

On a donc démontré le critére spécial sur les séries alternée :
| Si la suite (ap)nen est décroissante de limite nulle, la série Y (—1)"a,, est convergente.

(Notez que (a,)nen décroissante de limite nulle implique a,, > 0 pour tout n!)

II. Application a ’étude d’une série trigonométrique

I1.1. Le calcul est classique, et a déja été fait maintes fois depuis la Sup...

Si x est un réel n’appartenant pas a 277, alors e # 1 et les formules bien connues sur les suites
géométriques donnent :

Cp(x) +1iSy(x) = Z elh? = el® i

— 1 — eiz
el (o718 _ei80) L 9isin(2a)  au,sin (22)
O T (3 e(3)
2 2
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d’ou en séparant partie réelle et imaginaire :

cos ("TH:E) sin (%x) % [sm( ) + sin (2"2+lzﬂ 1 sin ((nJr %) x)
Cplx) = = — g N 277
(=) sin (2) e 25 (2)
et
sin (”T‘Hx) sin (%x)
Sp(x) =
STTEY
1

, C’est-a-dire que la suite (Sn(z))neN est bornée.

I1.2. On a donc, pour z € R\ 27Z fixé, |S,(x)| <

’Sln

1
En appliquant alors le résultat de la question I.3. avec a,, = — pour n > 1 (la valeur de ag importe
n

T
peu) et b, = sinnz, on obtient que la série trigonométrique g converge lorsque = ¢ 277Z. Et
nz=1

puisqu’elle converge aussi lorsque 2 € 277 (sin nx = 0 pour tout n), on peut donc définir

+oo .
Vo € R, f(:C) _ Z Slnnx.

n

N .
I1.3. a) Posonspour z e Ret N > 1: fy(z) = Z Smne.

Alors fn est impaire donc :

Vo €R, f(-a)= lm fy(-2)= lm —fy(@)=—f(),

donc f est impaire.
On montre de la méme fagon que, puisque les fx sont 27-périodiques, il en est de méme de f.

b) Pour z € ]0;7[ on a, en utilisant un résultat de la question IL.1, et puisque la fonction ¢ —
sin ((n + %) t)

est continue sur |0; 7| :
2sin (1) 103

[t LS /Cn

T—x ~ -z " sinkzx
= ktdt = -

k=1
1
I1.4. a) Puisque = € |0; x|, lintervalle [z ;7] est inclus dans |0; [ donc la fonction h: t — — B est de
sin (£
2

8

3

ce qui est 1’égalité demandée.

classe C™ sur cet intervalle; A’ étant continue sur le segment [x ;7] y est bornée.

b) Une intégration par parties (les fonctions considérées étant toutes de classe C! sur [0;n]) donne
immeédiatement :

™ ) 1 7T
/zi(i)/sm(n—i—%)tdt: n+1cos((n+%)t)h(t)L+
u(t) v’ (t)

1
nJr%

/ B (t)cos (n+ 3)tdt

1
nJr%

/ R (t)cos (n + ) tdt,

ce qui est 1’égalité demandée.

¢) On en déduit :

/ h(t)sin (n+ 1) tdt| < 2n2+ 1 |cos ((n+ %) 2)| |h(z)| + / [N (t)] |cos (n + 1) t| dt
z —_——— z N~ ————

<1 N . <1
< 5o (h@)] + I — ] [].0)
S g TR o
ce qui implique, par le théoreme des gendarmes : lim h(t) sin (n + %) tdt =0.

n—-+oo .
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Remarque : nous venons de redémontrer, dans un cas particulier, le fameuzx lemme de Lebesgue.

d) On déduit alors de la question précédente et de la question I1.3.b, pour tout = € ]0; 7| :

fz) =

lim

n—-+o0o

n .
sin kx

k=1

Cette égalité est encore vraie évidemment pour z = 7.

2

T =X

Si x appartient & |7 ;27 on a & — 2w € |—7;0[ et 2mr — x € |0;7[, donc, h étant 27w-périodique et

impaire :

f(@) = [z —2m) =

—fn ) =~

—2r—2z) w-—=x

donc I'égalité est finalement vraie pour = € ]0; 27|

2

2

III. Une majoration uniforme des sommes partielles

II1.1. a)

i sinpr Z Sp(x) —

p=m-+1 P p=m-+1

_ Snéx) . Z (

p=m-+1

)

b) On remarque déja que, pour = € |0; 27| et pour tout n € N*,

sin (24 2) sin (%2) 1 1
1S ()] = z S TSI T Sy
sin (3) [sin (5)]  sin ()
On déduit alors de la relation précédente et de 'inégalité triangulaire :
n n—1

sin px Sp(x) 1 1 S ()

I D I | et B e
p=m-+1 p p=m-+1 P p
>0

(b
b sin (£) \n

(7ri-3)
—— |+
m+1 n

1

)

2

m—+1

)(m+1

En faisant tendre n vers +oo, puisque la série converge (cf. I1.2), on obtient :

p=m-+1

D’autre part, on sait que pour tout X >

2

REY px
> <

p

(m+1

)sin (%) .

II1.2. a) Par définition de k = E (Z) on a kz < 7 donc pour tout p € [1;k], sin(pz) > 0.

)sin (Z)

0 on a sin X < X donc pour tout p € [1;k], sin(pz) < pa.

Tout cela combiné donne I'inégalité demandée.

2
b) Inégalité classique : il suffit d’étudier sur [0 ; %] la fonction ¢: 6 — sin@ — —6. On obtient sans peine
™

le tableau de variations suivant :

0

arccos ( % )

ol

©(0)

0"

?

Y

qui montre que ¢(f) >0 sur [0;F].
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c) D’apres 'inégalité obtenue en ITL.1.b et le résultat précédent (puisque § € ]0 ; %] ),ona:

zn: sin px - 2 - 2 _ 21 <9
w4 S (k+1)sin(2) T (k+1)22 0 (k+ 1)z

7r
puisque par définition de la partie entiere on a k < — < k+ 1.
x

II1.3. En combinant les résultats des deux questions précédentes on a :

< zk: sin px

p=1 p

n

Z sin px

p=1 p

n .
S1n px
+> pp <24,

p=k

Vo €]0;7],

n

sin px
2

p=1

et le résultat demeure vrai pour x € R puisque la fonction = est m-périodique.

IV. Calcul de la somme d’une série

IV.1. Notons E l’espace vectoriel des fonctions continues sur R et 27-périodiques. On peut munir E d’un

produit scalaire par :
2m

V(f,9) € E*, (flg) f(t)g(t)dt

™ Jo
(vérification aisée, c’est d’ailleurs un résultat du cours).

Pour ce produit scalaire, il est facile de voir que la famille des fonction s, : t + sin(nt) pour n > 1 est
orthonormale; en effet, si n £ m on a

1 2

1 2m
(Sn|8m)=— / sin(nt) sin(mt) dt = — (cos(n — m)t — cos(n +m)t) dt
m™Jo 2T 0

:0’

2

1 [sin(n—m)t sin(n+m)t]>"
n—m n+m

0

etsin=m:

1 [ 1 (2™ 1 — cos(2nt
[snll? = —/ sin?(nt) dt = _/ 1—cos@nt) o
™ 0 s 0 2

L’inégalité de Bessel donne alors, pour toute fonction g € E et tout n € N* :

n

Sobi = (glsk)* < gl
k=1

k=1
n
(en effet, Z (gsk)? est égal & ||p(g)||* ot p est la projection orthogonale sur Vect(sy, ..., s,), et il est
k=1
bien connu que [|p(g)|| < [|g))-
Les sommes partielles de la série a termes positifs Z b2 étant majorées, cette série est convergente.

nz=1

IV.2. On connait l'inégalité :
Y(a,b) € R?, 2ab < a® + V.

1 1
<s (e + 5 )
2<"+n2>

1
Les séries E b2 et g — ¢étant convergentes, les théorémes de comparaison des séries a termes positifs
n
n=1 n=1

On aura donc :
by,

n

Vn € N,

assurent la convergence de la série de terme général

H

Corrigés de probléemes — © T.LEGAY — Lycée d’Arsonval 4/5 6 mars 2017



IV.3. a) Il suffit de remplacer b, par sa valeur pour obtenir la relation demandée.
n
b) La encore, la relation demandée est immédiate en remplacant simplement Z -2 par la valeur donnée
p=1
dans la question précédente.

IV.4. a)
1| [ " sin(pt) 1 o " sin
— t)dt E— dt.
S (-2 o] < /0 oo
p=1 =
Or pour t € [0;@[, |f(¢)] = T ‘ < g Z < 2+ 7 d’apres IIL.3 et enfin |g(t)| < M
d’ou 'on obtient : -
1 0 = sin( pt 1 T €
— t)dt] < —6(2 M < =
™ / < Z ) T 247+ 2) 3
p=1
L’autre inégalité se démontre exactement de la méme maniere.
b)
1| [#=9 " sin(p 1 =0 X gin pt
-/ ( ) £)dt ;/ S S ar
4 p=1 4 p=nt1 P
1 2m—§ 2
< —/ ——————Mdt (d’apres III.1.b)
T Js (n+1)sin (%)
1 227 —20)M 4M
T (n+ 1)sin () ~ (n+1)sin (3)°
puisque si ¢ € [§;27 — 6], £ €]0;7[ dousin (£) > sin () > 0.
. . 4M €
¢) On peut choisir ng tel que pour tout n > ng on ait —.6 — puisque cette expression tend
(n+1)sin(3) = 3
vers 0 quand n — 4oc0.
En combinant les 3 inégalités précédentes, on obtient alors :
1 2m n . t
Vi > ng, — / -3 St ) oy ae| < e
T Jo =1 P

Cela signifie que :

ou encore :

ce qu’il fallait démontrer.
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