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CORRIGE DM N°2 (INA 1994) I

PARTIE 1

I.1. Pour n > 1,

Un4+1 — Un =

L—ln(n—l—l)—&-lnn:L—ln 1—i—l
+1 n+1 n

n
1 1 1 1 1
)
n 1+_ n n n
n
1 1 1 1 1 1
_E<1_E+O<F))_H+W+O<F)

d 1
oncC Up41 — Uy ~ — —5°
n—-+oo 2n2

. iy 1 . . .
L2. La série a termes positifs } — étant une série de Riemann convergente, il résulte des théorémes de
n

comparaison que la série )} (uni1 —un) est convergente.
N—1
On en déduit que la suite (u,) converge puisque, pour tout N > 2, u, = Z (Un41 —Un) +uy.
n=1
1.3.

L3.a. La fonction In étant de classe ¢! sur R, on peut lui appliquer le théoréme des accroissements

.t ,e 1 17 .
finis sur l'intervalle [, ¢ :

Jeelk k+1[ telque In(k+1)—Ink=1In"c :%

1 1
1 < < < X (les inégalités sont méme strictes).

Remarque :| On pouvait aussi utiliser le principe de comparaison avec une intégrale, en remarquant

ce qui donne l'inégalité demandée puisque

1
que, comme la fonction t — n est décroissante sur R* , on a, pour tout k > 1,
1 Jk“ dt 1
< — <

< =
« t Tk

AN

k+1
I.3.b.

e La fonction fy est une fonction de classe %! sur R% et fi(x) = (k—+1 1) te= _m

dong, pour x >0, fi (x) =0 <= x = /k(k+1).
Or k(k+1) € [k, k + 1] puisque In/k(k +1) = %(ln(k—i-l) +Ink) € Ink, In(k +1)].

1 1) 1 X2 —k(k+1)

1 1
On a donc le tableau de variations suivant (on a seulement calculé f <E> =f <k—+1) =0):

x |k k(k+1) k+1
f(x)o/' \ 0

Rem : pour étudier le signe de fy, un calcul direct était aussi possible.

e On en déduit que, pour tout x € [k, k+ 1], fi(x) > 0 ce qui peut aussi s’écrire

1 1 1 1
- < = - — — .
vXe[k,k+1],X\k+(k+1 k> (x —k)

En intégrant cette inégalité entre k et k + 1, on obtient :

(k1 _Jk+1dx<l+ 11 Jkﬂ(x dx— Ly (L _N\1_1/1 1
k ) Jx x Tk k+1 %/ )i Tk k+1 k/2 2\k k+1

ce qui donne 'encadrement cherché (I’autre inégalité ayant déja été démontrée en 1.3.a).
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I.4. L'inégalité ci-dessus s’écrit aussi

1

1/1 1
- < _ < - (=
1 <Ink+1)—Ink < 2( + )

k k+1

et en additionnant ces inégalités pour k variant de 1 a n — 1, on obtient, apres télescopage

et aussi

et les deux inégalités précédentes donnent 1’encadrement :

1 1 =

k=1
et en faisant tendre n vers +oo, on obtient I'encadrement : = <y <1
PARTIE II
IL1. e @ estdeclasse ¢! sur R* et
1 -4 1 1 1
vx € R* , @/(x) = x — = _ =
xER el =t T+L T8 T xH1? Xkt 0

¥ —x?x+1D+(x+1)?* 2x+1
x3(x +1)2 X3 (x+1)2

Donc ¢ est strictement positive sur R, donc @ est strictement croissante et, puisque lir}rl e1(x) =0,
X—+00

on en déduit: Vx >0, ¢1(x) <O0.

e @, estde classe €' sur R et

L2 x(2x+1)=2(x+1)*  3x+42
x4 x4(x +1)2 x4 (x+1)2

Vx € RT, @y(x) = @1 (x)

Donc ¢j eststrictement négative sur R* , donc ¢ est strictement décroissante et, puisque liT e1(x) =0,
X—+00

on en déduit: ¥x >0, @1(x) > 0.

1 1 1 1
IL.2. Pour tout n € N*, w,;, —upni1 — = T +In (1 + E) v ©1(n) = @2(n) — L donc les
inégalités @1(n) < 0 et @2(n) > 0 conduisent directement a I'encadrement demandé.
I1.3.
I1.3.a.
1 1
e Pourtout k > 1 ona 2 > m et pour tout k > 2 on a 2 < m (tout simplement

1
puisque k(k —1) < k* < k(k + 1), mais cela peut aussi s’obtenir en comparant 2 avec les intégrales
1
de la fonction décroissante t — e sur les intervalles [k —1,k] et [k, k+1].)
On aura donc pour tout n > 1 (toutes les séries écrites convergent!) :
+00 +o00 N
1 1 1 1 1 1 1
— =2 — = i ———— =1 - | ==
PEEEDN K(k+1) N 2 <k k+1) N oo (n N+1> n
k=n k=n k=n

et pour tout n > 2
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1

+001 +o00 1 N 1 1

— K _— = _— = = i _— = —_—
ZkZ\Zk(k—l) i Z( > N1—1>r—r0—loo<n—1 N) n—1
k=n k=n k=n

soit en conclusion
+o0

Zl

vn

.TflH

, 1. . L[
e La fonction t — IS étant décroissante sur R* on aura, pour tout k > 2, ) < J . B

tous N > n > 2, en utilisant la relation de Chasles :
ii I Y S
= k3 a3 | 2t2 S T 2(n—1)2 2N2?
et en faisant tendre N vers 4+o0o on trouve :
ylo 1
k3 T 2(n—1)2
k=n

2 1

IL.3.b. On reprend les inégalités de I1.2 : 73 S Uk — Uk < ez

PSI* 15-16

donc pour

2k2 3k
que 'on somme directement pour k variant de n a +oo (cela est possible car il s’agit de trois séries
convergentes) :
1 +o00 1 2 +o00 1 1 +o00 1
2l w3l e s dimwsg )
k=n k=n k=

d’ot1 compte tenu de klim uy =7 et des inégalités démontrées en I1.3.a
—400

LI S VS S
n 3m_12 ST Y Somo1)
. . o : 1 :
I1.4. Pour obtenir de cette facon un encadrement de y a ¢ pres, il suffit que 2n-1 + 3n_17 soit
inférieur a ¢. Cela donne le petit programme (rudimentaire!) suivant :
1 from math import log
2
s def erreur(n):
4 # précison de 1’encadrement
5 return 0.5/ (nx(n-1)) + 1/ (3% (n-1)~*x2)
6
7 def gamma (eps) :
8 n = 2
9 while erreur (n) > eps:
10 n += 1
1 g = sum([1l/k for k in range(l,n+1)]) - log(n)
12 return n, g , g- 0.5/(n-1) , g — 0.5/n + 1/ (3% (n-1)**2)
13
u eps = 1lE-2
5 n, g, gl , g2 = gamma(eps)
1 print( str(gl) + " < gamma < " + str(g2) + " , en " \
17 +str(n) + " itérations.\n")
18 print ("Avec le terme correctif de la derniere question : gamma ~ ", \
19 g - 1/(2%n) + 1/ (12xnx(n+1)))
0.5708276054186523 < gamma < 0.5804983873116564 , en 10 itérations.
L Avec le terme correctif de la derniere question : gamma ~ 0.577140736731
PARTIE III
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1
II1.1. =1—-— el .
Zkk+1 1(k k+1> 1 partelescopage
+o00 1
— = li 1-—— ) =1 pui
On en déduit que 2 k(k+ 1 Jlim ( — 1) puis que
+o00

+00 n—1 1 1
—1_ 1—— = — -
— k+1 g k+1 k:1kk—|-1 ( n) n

» M

IIL.2. Par les méthodes vues en classe pour la décomposition ne éléments simples (ou simplement par réduc-
tion au méme dénominateur puis «identification »), on obtient
1 1/ 1 1/

mEN . M T TmTy  n o+l nt2

On en déduit, pour tout n > 1 :

n 1Te1 & 1 18
kZ:lkk+1 k+2)7§kgﬁ_zk—+1+fzk—+2

+o0 1 _1
Zkk+1)(k+2) 4
puis
y__ 11y 11
Zk(k+1)(k+2) 4 =k(k+1)(k+2)  2n(n+1)

ITL.3. On effectue le développement limité de

A 7 _
"t D nmilmtz (HE

1> 1 A "
Wn = Un —Un41 —

n+1 nn+1) nnh+1)n+2)

1A Z4A— hoa— A+3p 1
2
T2 3 4 +0 (_5)
Pour que ce développement soit d’ordre aussi élevé que possible, il faut et il suffit que 5 —A=— 3 +A—u =0,
1 1 2—A+3 1
ce qui donne A = 5 et u= & Dans ce cas, on obtient w,, ~ 4n74H = i soit avec les notations

1
de I’énoncé D = ~7 et p =4.
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1
II1.4. Puisque la fonction y — o est décroissante sur R’ on aura, pour tout k > 2

k-1 tP

k“dt< 1 koodt
?g'\.kﬁ X

k

ce qui donne

1 1 1 11 1 1
B—1|kB~1 (k+1)B~1| T kB ~pB—1|(k—1)F-1 kB

puis en faisant la somme de ces inégalités pour k variant de n & +oo (toutes les séries convergent!), on

obtient, apres télescopage et puisque kng T 0
1 1 <1 1 1
[ < J— < .
B—1nB-1 ];Lkﬁ B—1(n—1)F1

+o0
1 1
2 . 2 N . B — .
On déduit alors du théoreme des gendarmes que nLHEoo n kg ¥ -1 soit encore

y Lo
nP nostoo (B —1)nk-1

k=n

I11.5.
II1.5.a.
i) Soit € > 0. La propriété x, = o(yn) s’écrit

dng e NtqVn > ng, Ixnl < elynl ouxn < eyn (carxn,yn =0).

Puisque la série a termes réels positifs ) yn converge, il en est de méme de ) x, (directement
par les théorémes de comparaison du cours), et I'on a en additionnant les inégalités précédentes

pour n = mng :
—+o00 —+o00
E xn<£§ Yn
k=n k=n

+00 +oo
ce qui signifie exactement que Z Xx =0 (Z yk) .

k=n k=n

ii) Si xn, ~ yn, alors [xn —ynl = o(yn) par définition. D’apres la question précédente, on en déduit

“+o00 “+o0 +o00o +o00o
que Z xx —yxl =0 <Z yk> , et puisque Z (xk —yi)| < Z Ixx —yx|, on aura aussi
k=n

k=n k=n
+o0

“+o00 “+o0 +o00o +o0
Z Xy — Z Yk =0 (Z yk> , ce qui signifie exactement que Z X o~ Z Yk -
k=n k=n k=n k=n

k=n
N
b— n—-+oo

D 1
IIL.5.b. On a vu en IIL.3 w;,, ~ F (avec D = —1/s et B = 4). Comme la série }_ - est une série de

+o00 +o0
D D
Riemann convergente, la question précédente donne ];LWk ~ 1;1 T B d’apres II1.4.
En remplacant D et 3 par leurs valeurs, on a donc

S
Moo 12103
k=n
II1.5.c. En III.3 on a trouvé
A H

1
—_— = }\: — t = —— -
Uk — Uk+1 Kkt 1) + K+ 1)(k+2) +wy  avec > etp G

En additionnant ces égalités pour k variant de n a +oo, puisque klim ux =y, on obtient
—+00
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o0 —“+o00 +oo

1
n — :A _— _—
tn Y ];k(kJrl)+Hék(k+1)(k+2)+;wk

soit, d’apres les calculs faits au début de la partie III :

A m +o00 1 1 +o00
WY = Y ) D W= g 2nn+1) D W
k=n k=n
Le terme correctif de I'énoncé est donc égal a
1 1

V= ——

2n + 12nn+1)°

ITL.5.d. Voir le programme précédent. L'ajout d'un simple terme correctif a fait passer la précision
obtenue de 1072 & 10~ environ.
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