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CORRIGE DU DM N°6 (E3A PC 2001) I

Partie I

—kt
. e : .. L. N
1. La fonction t — —— est continue sur ]0;+oco[. Au voisinage de 0, elle est équivalente a

Vi Vi

1
positive et intégrable sur ]0;1] et au voisinage de +oo, elle est négligeable devant — 2 qui est positive et

, qui est

intégrable sur [1;+oo[. Donc elle est intégrable sur ]0;+oo].

2. Le changement de variable u = Vkt (bijection de classe €' de ]0;+co[ sur lui-méme) conduit a :

TC
]k-ﬂ?‘
Anal la fonction ¢ ! t conti 10, +00[ isi de 0 !
. nalogue au 1. : la ronction [ d est continue sur ,+00| ; au voi1sinage de ) ~ —
3 8 Vicht 8 Vicht Vi
t

. 1 2e 1
voisinage de +co, —— ~ — = o(—).

Vicht  +r t2

4. a) Il suffit de remplacer cht par sa définition, et de multiplier numérateur et dénominateur par e~

,etau

t

ou les

1
b) Sur ]0;+co[, 0 < e? < 1, donc (en utilisant le développement en série entiere de T %

formules sur les séries géométriques) :

L k -2kt
Vt>0,m—zd(—1)e .

+00 °° _1)ke-(2k+1)t
dt.
\/_j R

La série fournie par I’énoncé n’étant pas absolument convergente, il n’y a aucune chance de pouvoir
appliquer le théoréme d’intégration terme a terme.
Il y a alors deux solutions possibles :

Donc :

e 1¢re solution : un calcul direct.

On écrit, pour n€ N :

+00 e~ (2k+1)t +oo [ £ e—(2k+1)t
\/EK:J; [Z(—l)kT)dt+J; [ Z (—l)kT)dt

k=0 k=n+1
—(2k+1)t +oo [+ —(2k+1)t
—ZJ ( )dt+f Y (D E—— |,
t 0 k=n+1 \/Z

puisque la premiére somme étant finie, on peut intervertir ) et j Il s’agit donc de montrer que :

+oo [ I —(2k+1)t
lim S e =
lim | [Z( - ]

k=n+1

Il s’agit du reste d’une série alternée vérifiant le critére spécial, donc :

+o00 — —
Z (_1)ke (2k+1)t e (2n+3)t ’
k=n+1 \/? \/?
puis :
+oo [ o0 —(2k+1)t +oo | I —(2k+1)t
e K€ T
f ) (—1)k—]dt <J Y 1) t<Jons = ,

0 [k—n+1 \/? 0 k=n+1 \/? 2n+3

qui tend bien vers 0 si # tend vers +oo.
En faisant tendre n vers +oo, on obtient bien :

\/—Z V¥ Toks1 = ZW

n=0

Corrigés de problemes — © TLEGAY — Lycée d’Arsonval 1/5 4 janvier 2016



— CORRIGE DM N°6 — PSI* 15-16

e 2¢me solution : utilisation du théoreme de convergence dominée pour les séries.

© (_{yke—(2k+1)t
On remarque que, pour ¢ > 0 fixé, la série Z( Fe

=

alternées. On peut donc majorer ses sommes partielles :

vérifie le critere spécial sur les séries

t

<<
G

n (_1)ke—(2k+1)t
yuer

k=0

= (1)

avec ¢ continue et intégrable sur ]0,+oo[.

Le théoreme de convergence dominée appliqué aux sommes partielles de la série permet alors de
conclure.

5. La série de somme K est une série alternée qui vérifie les hypotheses du critéere spécial. Sa somme est
donc comprise entre deux sommes partielles consécutives et on aura en particulier :

11
ey <K<1,
3 V5 V7

ce qui implique I'inégalité de 1’énoncé.
On pouvait aussi faire un encadrement direct (comme en IL.g.f), en utilisant I'encadrement 1 < 1+e™2f <2
pour t>0).

Partie 11

6. a) Calcul classique & savoir faire! Puisque sinkx est nul pour k=0 ona:

n 'k 1 — el(n+l)x .
A,(x)=TIm Ze’ *1=Im (ﬁ) (x €]0;m[, donc e = 1)
k=0 -
 (n+1) .. . .
el "7 _2isin WTI)X sin ”—2" sin @
=TIm - * — = p :
els —2isin3 sin 5

b) Il s’agit de faire ici une transformation d’Abel. En remarquant que, si k > 2, sin(kx) = Ag(x) — Ag_1(x),
on écrit : .
Ag(x) = Ag-1(x)
(x)=Aq(x)+ _ .
fn 1 kZZ’ \/E

On sépare ensuite la somme en deux, et on fait un changement d’indice dans la deuxiéme somme :

n n—1

_ Ar(x) ¥ Axlx)
fn(x>—A1(x>+I; G ; —

On rassemble a nouveau (le terme ou figure A, (x) reste a part) :

n—1
1 1 A, (x)
(1) = Ak<x>(—— ) 2,
hid =) A - s e R
avec An(x) < 1 , qui tend bien vers 0 si #n tend vers l'infini.

Nl sin3/n

1
k+1

7. D’apres la question précédente, il suffit de montrer que la série ) Aj(x) (% - ) converge. Or :

A(x)(;_i)‘<;(i_ ! )
k Vk+1 vk \sin§ vk k+1

et par télescopage, la série ) (# - k1+

) converge.

—_

1 1
vk k+1

Par comparaison, la série ZAk(x)( ) est donc absolument convergente, ce qui permet de

conclure.
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8. a) Onaon(%)—fn(%):kilﬁﬁ.
T

. L 1 ,
<k<2nm, — <= —z—= )
Si n<k<2n,alors 1 2 , donc sin (k 4n) D’autre part

S V2
fzn( )fn( )/” F E\/E

b) Si la suite (f,),>1 convergeait uniformément sur |0;7[, alors (f5, — f,;) convergerait uniformément
vers 0 puisque [|fo, = full | <lf2n=fll_, +Ifu—fll_, en notant [|-|l, 1a norme de la convergence

uniforme sur ]0;7[. Or:
Pl 35) - 55)

et la question précédente montre que 11m (on( ) fu ( o )) = +00.

<fan = fullso»

Donc lim ||f5, — fulleo = +00, et la convergence n’est pas uniforme sur ]0; .
n—+o0o

9. a) La fonction g : t > [e* — 1| = Ve=2/ —2e~fcosx + 1 ne s’annule pas sur [0;+oco[ puisque t € ]0;7(.
Elle est donc de classe €' et

2e~f(cosx —e7F)
28(1)

Sixe [%;TL[, alors g’ est négative sur [0;+o0[. Si x € ]0;%[, ¢’ s’annule et change de signe pour

Vt>0, ¢'(t) =

t = —Incosx, valeur qui est bien positive. Le tableau de variations de g est donc (en remarquant que

sinx>0):
- pour xe[%;n[:
t 0 +00
1]
8(t) I
- pour xe]O;%
t 0 —Incosx +00

<INy L

-1]>1sixe€ [%;Tc[,et que et 1] >sinx>0si xe ]0;%[. Dans

b) Ce qui précéde montre que |e*~*

les 2 cas,
~t ~t
e Ce
Yt e [0;+oo[ - <
t1—elx )| At
1 . . . .
ou C=—— ou 1 selon les cas, ne dépend pas de t. L'intégrabilité en résulte sans peine.
sinx

Remarque : la méthode par majoration, presque imposée par I’énoncé, est trés laborieuse. On pouvait
conclure pour I'intégrabilité en utilisant de simples équivalents...
ix—t _ (eix—t)n+1

Vi1 —e)

c¢) La fonction t est intégrable sur ]0;+oo[ car

ix—t _ (eix—t )n+1

Vi1 —e)

2ef

< -
VilT —ei

e

qui est intégrable d’aprées le b).
On reconnait dans cette expression la somme partielle d’une série géométrique. Plus précisément,

elx—t _ (elx t n+1

B TR Z‘“

La somme est finie et toutes les fonctions considérées sont intégrables sur ]0;+oo[ donc il n’y a pas
de probleme pour intervertir ) et f :

+00 elet (elx t\n+1

1xt n n
R — ikxy _ ikx [T
S A Y R NN

k=1 k=1

dont la partie imaginaire est bien \/E fo(x)
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elx—t ix—t )n+1 elx—t

L tend vers ———
V(1 —ebxt) V(1 —elxt)

Vérifions les hypotheses du théoréme de convergence dominée :

d) Pour tout t >0, quand n tend vers +oo,

ix—t _ (e et 4+ e—(n+1)t 2e~t

< - < -
Vi(L =) | VL —ex ] V|- e

qui est continue et, d’aprés b), intégrable sur ]0;+oco[. Le théoréeme de convergence dominée s’ap-
plique donc, d’ou :

ix—t)n+1

Vte]0;+00] VnelN

' _L +o0 eix—t
R0 = (L VE(1 i) dt) |

En multipliant haut et bas par le conjugué 1 —el*~*, on obtient :

eix—t eix—t(l _ e—ix—t) (eix—t _ e—Zt)

Vi(l —eixt)  t(1+e 2t —2etcosx) V(1 +e 2 —2etcosx)

.. L e fsinx sinx ) )
dont la partie imaginaire est = . On a bien le résultat an-
Vi(1+e2t —2e~tcosx)  2vt(cht—cosx)

noncé.
Remarque : pour x = T, on retrouve le résultat du 4.b.

e) Comme x € ]0;m[, sinx >0, et cht>1 > cosx. La fonction a intégrer est donc continue, positive et
non identiquement nulle; il en résulte f(x)> 0.

f) f(n) : A On a cht > ¢ dou f(x) < L ] 1. Par ailleurs, sur ]0;+oo|
2 - ' DX = . ’ ; ool ,
2 2y Jo  Vtcht 2 N
1 1
ht-e'=-sht<0,d ht <e' d'ou >S—J = .
cht—e! =—sht <0, donc chi <e dod f(x)> ——J; =

On retrouve le résultat de la question 5.

Partie 111

10. a) Analogue a la question 3.
+00 " +00 "
b) On écrit j d = j d >
0o Vit(cht—cos(2x)) o Vt(cht+2sin?x—-1)
_sin2x (7 2du

© 2y Jo V2u(ch(2u) -1+ 2sin’x)

. Puis on pose t = 2u :

f(2x)

Il faut exprimer ch2u — 1. La formule n’est pas au programme, mais on la retrouve facilement :

2u —2u u —u\2
) -
ch(2u)—l:e +82 = (e 2e ) =2sh’u

et on obtient bien la formule proposée.

1
Vii(sh? u +sin? x)

11. La fonction g: (u,x) — est clairement continue sur ]0;+oo[ X ]0;% .
Soit a € ]O;%[.Alors :

1
Vi(sh? u +sin? a)

Yu €]0;+00] VYxe [a;%[ 0<g(u,x) <

Cette derniére fonction est intégrable sur ]0;+oo[ d’aprés la question précédente. L'hypothése de do-
mination locale est donc vérifiée. Il résulte du théoreme de continuité d’une intégrale a parametre que

+00
X - J g(u,x)du est continue sur ]O;%[ donc x — f(2x) est continue sur ]O;%[ comme produit de
0

fonctions continues , donc f est continue sur ]0,7[.
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12. Avec les mémes notations, on a :

v(u'x)e]0;+oo[x]o;z[, %:_ 28121‘1xcosx
2" dx  \Ju(sh?u +sin’x)?

1
Vii(sh? u +sin? a)?
On applique le théoréeme de dérivation d’une intégrale a parametre (en vérifier en détails toutes les
hypotheéses, ce que je n’ai pas fait ici...), et f apparait alors comme le produit de deux fonctions de classe
Cé»l
Rem : on pouvait bien siir répondre directement a la question 12, ce qui impliquait le résultat de la question
11!

que l'on domine en valeur absolue sur R} x [a ; %[ par , fonction intégrable sur R, .
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