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CORRIGE DU DM N°7 (CENTRALE MP 2015, MATHS 2)

I. Représentation intégrale de sommes de séries

L.A.

1 modt 1 1 1 1
I.A.1) Pourn>2,anﬁ/nl?g+ln<15> +002_712+0<ﬁ)'

. . . . . 1
Donc a, ~ — 2 et par suite la série )  a, converge par comparaison a la série de Riemann) | 2

I.A.2) Puisque pour k > 2, a, = — — Ink + In(k — 1), par télescopage,

donc H, =lnn+1+ Z ar=lnn+1+ Z ar + o(1) puisque la série > a,, converge.
k=2 k=2
Ainsi il existe A € R tel que H, = Inn+ A+o(1).

On en déduit directement H,, ~ Inn.
n— oo

H, Inn

I.B. Par équivalence de séries a termes positifs, la série ) CFSIG est de méme nature que la série ) —
n n

(série de Bertrand).

. Inn . .
- Sir=0,alors ), —— =} Inn diverge grossiérement.
n

1 1
- Sir =1, alors pour n > 3 4n > — ; la série de Riemann Z — étant divergente, par comparaison, il
n n
1
en est de méme pour la série ) n(n) .
n
) a1 1 1 1 3 .
- Sir > 2, alors n®? HT.l = n—? — 0, donc ﬂ =o0|—~);or - > 1, donc la série de
nr nr—3/2 n—+4co nr n?/2 2
1 |
Riemann —57, converge et par comparaison, il en ait de méme pour la série > H—Tn .
n n
H
En conclusion, la série ) ﬁ converge si et seulement si r > 2 (r entier).
n
1.C.
+oo n
I.C.1) Vte|-1;1], In(1 —¢t) = — Z —, de rayon de convergence R = 1.
n
n=1
—+oo
1 n
Vte]-1;1], T3 = Zt , de rayon de convergence R = 1.
n=0

1
I.C.2) - Les deux fonctions —1In(l — t) et ] sont développables en série entiére sur |—1;1[, donc

le théoreme du cours sur le produit de Cauchy de deux séries entiéres assure que leur produit

In(1—1¢
—% est développable en série entiére sur au moins |—1;1[.
1
— Posons ap = 0 et pour n > 1, a, = — et b, = 1 pour tout n , alors Vt € |]-1;1],
n

RIEDERS

- :chtnoucofoetpourn 1, i i

n=0 k=0 k=1

= H,,.Donc:

?rl»—‘

In(1—1t) <X
Vi e]-1;1], f%t) =3 Hut".
n=1

I.D.
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I.D.1) La fonction ¢ — t?(Int)? est continue sur ]0;1].
1
lim VE(tP(Int)?) = lim t**'/2(Int)? = 0 (croissances comparées) donc au voisinage de 0, #(Int)? = o (—) .
t—0t t—0+t \/E
1
La fonction positive ¢ — — étant intégrable au voisinage de 0, la fonction ¢ — ¢?(Int)? est intégrable

Vi
sur ]0;1].

P
] et t — tP(Int)? sont de classe ¢! sur le segment [¢;1], ce qui permet une

I.D.2) Les fonctions ¢ —

intégration par parties :

1 / 1 1
tp+1 tp+11 t)4
/ < ) (lnt)th[ (In )} - / #P(Int)"dt
¢ \pt1 p+1 |, p+1lJ;

q Pt (Ine)

7p+1p’q717 p+1

€
Ipaq

1 1
I.D.3) Les intégrales / tP(Int)?dt et / tP(Int)?"dt étant convergentes, on peut faire tendre ¢ vers 0
0

0
dans la relation précédente, et on obtient 1’égalité :
q
Ing=——""—Ip4 1.
P.q P

I.D.4) La relation de récurrence ci-dessus conduit a :

-q —(¢g-1) -1 q! (=1)7g!

- Io=(—1)4 Iog=—2"_.
PATp+1 p+1 p+1 77 ( )(p+1)‘1 PO (p+ 1)att

I.E. Posons uy,(t) = a,t™(Int)"~! pour t € ]0;1[. Alors :
— pour tout n € N, u, est continue et intégrable sur ]0;1[;

— la série de fonction Y a,t" converge simplement vers f sur |0;1[, donc il en est de méme de la série
de fonctions 3" u,, et cette série a pour somme t > (Int)"~! f(t), continue sur ]0;1[;
1

1
- Vn €N, / lun (t)| dt = |anIpr—1] = (r —1)! [an| —, donc la série Z/ |un, (t) dt est convergente
0

(n+1)

0
d’apres I’hypothese de I’énoncé.

Le théoeme d’intégration terme a terme s’applique, , ce qui permet de permuter intégrale et série :

1 . 1 too +o0o 1
/0(1nt) f(t)dt:/o T;)un(t)dt:;/o w, () dt

—+o0 —+o0

a
= aplp,o1=(-1)""r-1)1y ——.
;0 1= (=1 );(HH)T

L.LE

1-1)

“+oo
1
LE1) Onposeici: Vt € ]-1;1[, f(t) = Y  Hpt" = — ni —— (cfL.C2).
n=1

n

r > 2, donc d’apres la question I.B, la série Z (T
n T

0 est convergente, ce qui entraine d’apres la
n>1

question précédente L.E :

1 » . =¥ m,
/0(11115) Ftydt = (—1) (T*l)!;mv

c’est a dire :

+o00o 1\ 1 n(l —
Srzz(nH" G |/0 (lnt)r_lil =1 g

it (r—1)! 1—t
L.LE2) Posons, pour t € ]0;1] : u(t) = (Int)"! et v(t) = %(ln(l B t))2.
2
— Au voisinage de 0, u(t)v(t) ~ —(Int)"~! — 0.
2 t—0+
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(1= )" (In(1 —1))* — 0.

t—1-

(-1
2
Donc le crochet [u(t)v(t)}é est nul, ce qui justifie I'intégration par parties :

= , A 17 [ (Int)"2(In(1 - t))?
7-=(£)1)!/0 u(tyo (t)dt:—(i)l)!/o u(ﬁ)u(t)dtZQ((T)Q)!/o oy U= 0F o,

— Auvoisinage de 1, u(t)v(t) ~

dt et le changement de

, , 1! (n(1-4)”
L.E3) En prenant r = 2 dans 1’égalité précédente, on obtient Sy = 3 / —
0

variables u = 1 — ¢ (changement de variable affine, donc licite) aboutit a I’égalité :

1 ! (Int)?
ng—/ (In)” 4.
0

2 1-t¢

+oo
1 1
On pose ici: Vt € |—1;1[, f(t) = 3= Z t". La série > CEVG converge absolument, donc on
- n=0 n20

peut utiliser 1’égalité de la question I.E avec r = 3 et a,, = 1 pour tout n, ce qui donne :

L (Int)? = 1
/0 (17)t dtzQZm =2((3).

n=0

En conclusion : Sy = ((3).

II. La fonction 3

II.A. La fonction I'

II.A.1) — La fonction t — t*~!e~! est continue sur |0; +oo[ ;

1
— Au voisinage de 0, t*"le=t ~ to71 = g donc t — t*~le~! est intégrable au voisinage de 0

par comparaison a une fonction de Riemann puisque 1 —z < 1;

. . _ 1 .
— Au voisinage de +oo, lim t**'e™" = 0 donc t*~!e™* = o( — |, donc par comparaison & une
t—+oo t2

fonction de Riemann la fonction ¢ — t*~1e~! est intégrable au voisinage de +oo.

On conclut que la fonction ¢ — t*~'e~" est intégrable sur R* pour tout z > 0.

II.A.2) Le changement de variable affine ¢t = o dans I’expression de I'(z) donne
+oo
Ve >0, I'(z) = az/ u e dy
0
donc cette derniére intégrale existe et on a :

+oo 1
/ t*lemdt = —T'(x).
0

afE

I1.B. La fonction (3 et son équation fonctionnelle

II.B.1) - La fonction ¢+ t*~1(1 —¢)¥~1 est continue sur ]0;1].

— Au voisinage de 0, elle est équivalente & t*~' = ——, donc intégrable au voisinage de 0 par
t T
comparaison a une fonction de Riemann puisque 1 —z < 1.
1
(1-p)tv
voisinage de 1 par comparaison a une fonction de Riemann puisque 1 —y < 1.

— Au voisinage de 1, elle est équivalente a (1 — ¢)¥~1 = , donc elle est intégrable au
En conclusion f5(z,y) existe pour tous z > 0, y > 0.

II.B.2) Le changement de ¢ en 1 — ¢ (changement de variables affine donc licite), entraine immédiatement
que B(z,y) = By, x).
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1
Si x>0 alors z + 1 > 1, ce qui assure 'existence de f(z + 1,y) = / t*(1 —t)v=1dt.
0

Par intégration par parties avec u(t) = t* et v'(t) = (1 —¢)¥~!, on a (tous les termes existent) :

B(x—f—l,y):/olt””(l—t)y_ldt: [—M}l—f—f/oltm_l(l—t)ydt

Yy o Y
1 1
xr 1 —1 z —1 —1 -1
= — t* 71 —t)Y 1—tdt:—/ T = )Y —tP(1 —t)Y dt
= [etagta—ga =2 [ (eta g - ra -
X
r+y x . X
donc +1,y) = —f(x, uis +1,y) = —PB(z,y) .
Bz +1,y) yﬂ(x y) puis B(z + 1,y) x+yﬂ(w Y)
De I’égalité précédente, on obtient en remplacant y par y+1, S(a+1,y+1) = ﬁﬁ(m, y+1)et
rTy
en inversant les rdles, S(y+1,z) = %B(y, x), donc par symétrie de 3, on aura S(z,y+1) = %B(m,y),
rTry rTy

et en remplacant cette derniére dans I’égalité f(z + 1,y + 1) = B(z,y + 1), on obtient :

X
r+y+1
zy
(@+y)z+y+1)

Blz+1,y+1)= B(z,y).

II.C. Relation entre la fonction (3 et la fonction I'

I1.C.1)

I1.C.2)

I1.C.3)

11.C.4)

I1.C.5)

Sila relation (R) est vraie pour > 1 et y > 1, 0n a, d’aprés IL.B.4 :

(z+y)(z+y+1) (z4+y)(z+y+1)T(z+ 10y +1)

W(z,y) € (R})’, Bla,y) = xy Bl +1,y+1) ® p” Tt y+2)
_@tyl+y+1) () yI'(y) _I@)I'(y)
ry (@+y+D@+ylr+y) Tl+y)’

donc si (R) est vraie pour z > 1 et y > 1 alors elle est vérifiée pour tout = > 0 et y > 0.

1
5 9 est de classe €' sur R% et Yu > 0, §'(u) = ——— donc 6 est strictement
1+u (14 u)?

croissante de ]0;+oo[ sur |0;1[. Le changement de variable ¢ = 6(u) dans I'expression de f(x,y) est
licite et donne :

400 u z—1 1 y—1 du +o00 uzfl

La condition z > 1,y > 1 assure l'existence de I'(x + y).

Soit O(u) =

t
La fonction ¢ — e~ ***¥~1 est continue positive, donc F, , : t — / e “u"t¥~1 du est croissante sur
0

R* , et par suite V¢ > 0, I, ,(t) < tEeroo F,yt)=T(z+y).

uz—l

WFz,y((
— pour tout @ € R4, u — g(a,u) est continue (par morceaux) Ry car z —1 > 0 et F, , est de classe
¢! sur Ry ;

— pour tout u € Ry, a > g(a,u) est continue sur R car F, , est de classe €' sur R, ;

r—1

Posons : g(a,u) = 1+ u)a) pour tout (a,u) € Ry x Ry.

- V(a,u) € Ry xRy, 0 < g(a,u) < T'(x +v)
r—1
(1 +w)*ty

On en déduit que G est bien définie et continue sur R, par le théoréme de continuité d’une intégrale
a parametre.

m d’apres I1.C.3; la fonction dominante
u T

ur— D(x+y) est indépendante de a et continue intégrable sur R, d’apres I1.C.2.

D’apres la caractérisation séquentielle de la limite, pour démontrer le résultat demandé, il suf-

fit de montrer que, pour toute suite (a,) de réels positifs telle que lil}rl a, = -+00, on a
n—-+oo
dimGlan) = T( +9)(.y).
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“+oo r—1
Soit donc (ay,) une telle suite.Ona G(a,) = /0 G-ZWFIW((PFU)G") du ; posons, pour u > 0 :
uzfl
falw) = ————F, (1 +u)ay).

- (L)Y

- Les f, sont continues sur R ;

r—1 r—1
- Pour tout u > 0, nEIJIrlOO fulu) = GEIJIrlOO W%WFIW((I +u)a) = W%WF(:E +1y), c'est-a-dire
uzfl

que la suite (f,) converge simplement sur R’ vers la fonction u — I'(xz + y), qui est

(14 u)zty
une fonction continue sur R*+ ;

uz—l

— Pour tout n € N et tout u > 0, |fn(u)| < W

I'(x+y), et cette fonction dominante est selon
II.C.2 continue et intégrable sur R7 .

Le théoréme de convergence dominée peut donc s’appliquer, et affirme que :

. . : oo Wl
Jim Glan) = lim e fn = /Ri Lm o= /0 mr(x +y)du =T(z +y)B(z,y),

d’ou le résultat.

uz—l
(1+ )=ty
- Ya € Ry, u+ g(a,u) est continue (par morceaux) sur R, et intégrable sur R, d’apres I1.C.4;

- VaeR,, Vue Ry,

I1.C.6) Posons encore: g(a,u) = Fp4((1 4+ u)a) pour tout (a,u) € Ry x Ry.

ag uzfl uzfl —(ltwa a4y—1
— aeryflef(lJru)auzfl
existe;

0 .
- YueR,, a— 6—g(a,u) est continuesur Ry carx+y—1>0;
a

0
- YaeRy, u— a—g(a, u) est continue (par morceaux) sur Ry car z —1>0;
a
- Va € [c;d], Yu € Ry,

A

g deryflef(lJru)cuzfl _ d:chyflefc efcuuxfl

et u— e ““u” ! est intégrable sur R* d’apres IL.A.2 puisque ¢ > 0.
Ainsi le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre donne que G est de classe ¢! sur [c;d].
Ceci étant valable pour tout [c;d] C R%,ona G de classe ' sur R..
II.C.7) De plus, la formule de dérivation donne :

+o00 ) 400
Va €RY, G'(a) = _g(a’u) du=a"t¥ e e Uy du,
* 0 3(1 0

soit, avec le résultat de I1.A.2, G’(a) = I'(z) a¥~te~°.
I1.C.8) D’apres I’égalité précédente, et puisque G est continue en 0 avec G(0) =0,on a:

VYa > 0, G(a) = G(0) + F(z)/ ty= et dt = F(z)/ ty=le7tdt.
0 0

En faisant tendre a vers +oc, on obtient avec la question II.C.5 :

Ve >1,Vy>1, I'(z+y)B(z,y) =T(x)l(y).
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III. La fonction digamma

Il+1)

ILA. Vz >0, In(I'(z 4+ 1)) — In(I(z)) =In ( )

> = Inz dongc, en dérivant :

1
Ve >0, p(x+1)—¢(x) = .
II1.B. Sens de variation de )

IILI.B.1) Selon les résultats admis au II.A (et démontrés en classe), I' est de classe €' sur R et ne s’y annule
I'(x) (y)

as donc pour tout z >0, y —» ——==
p p y I(z+y)

= B(x,y) est de classe €>° sur R* .

0
En particulier, a—ﬂ(x, y) existe et :
Y

2 08 _I@)My) T@OMyre+y) D@l [My) 'E+y)
V@) € Ry 5, @) = L(z+y) Tz+y)°  Tle+y [Ty TE+y)

= Bz, y) (Y(y) — v(z +y)) .

II1.B.2) Si 0 < y <y, pour tout t € ]0;1[, t*(1 —t)¥ > t*(1 —t)¥ donc S(z,y) = B(z,y’). Ainsi y — B(z,y)
décroit sur R*, .

Rem : on pouvait aussi appliquer le théoreme de dérivation d’une intégrale a parameétre pour dériver par
rapport a y l'expression intégrale donnant (x,y), mais c’était bien plus long, donc assez maladroit !

3}
III.B.3) En conséquence, pour tous z,y > 0, a—i(x,y) <0.

De plus, S(z,y) > 0 donc, grace a la formule du IIL.B.1, ¥(y) < ¥(x + y) pour tous z,y > 0, ce qui
montre que 1 est croissante sur R .

II1.C. Une expression de 1) comme somme d’une série de fonctions

III.C.1) Soit z > —1, n > 1 et k € [1;n] ; en appliquant 1’égalité de III.A & k + =, on obtient

Yk+ax+1)—yk+a) = A

ce qui donne par téléscopage :

n

YE+n+1)—plx+1) =) [Y+k+1)—¢+k)] =
k=1 k=1

3

1
z+k

En particulier, pour x = 0, ¢(n + 1) — (1)

n
1
E % dongc, en soustrayant membre a membre,
k=1

z/J(n—l—l)—zﬁ(l)—w(x—l—n-i-l)—i—w(x-i-l):Z(%—xik) ,
k=1

soit
" /1 1
LIRS W) S St (- +55)

III.C.2) Par définitionde p,onap—1<z <p,doncn+p<n+x+1<n+p+1 etparcroissance de
Y(n+p) <Yn+z+1) <Y(n+p+1) et par suite

0<(n+p) =) <dpn+z+1)—9¢(n) <Yn+p+1)—9(n)

avec
n4p ntp 1 e p+1
Wn+p+1)—wn) = (Wk+1) k) =D - =Hup—Hoa <~ > 1 ="
k=n k=n k=n

ce qui donne I'inégalité demandée.
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our r —1, 1a serie - = est convergente car — — = ~ .
E>1 k z+k 8 k T+ k I{?(l{?+x)k~>+ook/’2
p+1

De plus, z > —1 étant fixé il en est de méme de p donc on a — 0 donc l'inégalité de la

n n—-+o0o

question 2 donne ¥(z +n+1) —(n) .0

+oo

En particulier, ¥)(n + 1) — ¢ (n) o 0. Or I'égalité de la question 1 donne

B+ 1) = (0o 14 D)~ 9) - 0+ 1) = 6() 19+ 3 (3 - 757 )
k=1

z+k
— 0 — 0
n—+oc n—+oo converge
donc :
Vo > —1, 1) - —
2> 1, bz +1) +§j( Hk)
II1.D. Un développement en série entiere
1 1
III.D.1) Posons, pour n > 2, v,(z) = — — .Ona:
n r+n
- VYn > 2, v, est de classe € sur |-n;+oo[ donc sur [—1;+o0] avec, pour tout k£ > 1,
(k) (=D !
vy () = ———;
(x +n)kt1
- Vo = -1, vn(x)n_:::oo 5, donc la série %:2 v, converge simplement sur [—1; 400 ;
it k! . .
— Pour k > 1 ‘vflk)HLol’Jr N donc, puisque k + 1 > 1, la série Y ol converge

I1.D.2)

(n— 1)k+1 n>2

normalement donc uniformément sur [—1; +o0].

Donc le théoréme de dérivation terme a terme s’applique et g est de classe € sur [—1;+o0].

De plus, Yz € [-1, +oc[, Vk € N*, ¢ (z Z o (z
(k) (1) k! (k) k+1 ,+Oo 1 :
Or vy, (0) = R donc ¢\")(0) = (—1)*" k! Z | soit :
n=2

vk e N*, g®(0) = (—1)* k! (C(k+1) — 1).

g étant de classe ¥’ sur [—1;+oo[, on peut appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre n
entre 0 et z € [—1, 400 :

n n+1
oA
k=0
Or, pour tout ¢ € [0;z],ona t > —1 donc:
R | X1
9"tV (8)| = ‘ —1)"( ”‘H)!;W < ("+1)!;m < (n+1)K(2)

car,pourtout p > 2, 0 < p—-1 < p+tet
My41 < (n+1)I¢(2) puis:

1
(p _ 1)n+2 < (p — 1)2 (Car n = 0) On obtient donc

1<) |2

=

=0

Mais, si x € ]—1;1[, ¢(2) |z|**! " 0 donc I'inégalité ci-dessus implique que
n—-+oo

" gF)
Vo e]-1;1] ZgT'(O)xk — g(x)
k=0 ’

n—-+o0o

ce qui signifie que g est somme de sa série de Taylor donc développable en série entiére sur |—1;1].
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II1.D.3) Avec I’égalité vue en III.C.3, on obtient :

1
Ve el]-1;1], Y(x+1)= +Z<—x+k) 1/1(1)+<1$+1>+g(z)
_ z ~ 9" .,
_1/1(1)+z+1 DA x
1)+ Z(—l)"Jr1 " )+ Z D" (((n+1) —1) 2™ (cf. question 1),
ce qui donne bien : Vz € |-1;1[, ¢(z+1)= +Z n* ¢4 1) 2

IV. Une expression de S, en fonction de valeurs entiéres de (
IV.A. Une relation entre B et 1)

e Onadéjavuen IIL.B.1 que pour tout x > 0 y — [(z,y) est de classe €°°, ce qui justifie la définition
de la fonction B.

e Reprenons ’égalité vue enIIL.B.1] : V(z,y) € (Ri)Q, g—i(x,y) = B(z,y)(¢¥(y) — Y(z +y)). On en
déduit, en dérivant par rapporta y :

W) € (B9 G5le0) = 5 0) (6) — vla + ) + Ble ) (6 ) — 'z + )

= Bz, y) (¥(y) — Yz + 1)) + B, 9) (V' (y) — ' (@ +y)).

1
1
Or 5(z,1) :/ t*~1dt = — donc
0

xT

Vo >0, 2B(z) = (¥(1) — p(z + 1)) + (' (1) — ¢/ (z + 1)) .

/!
o )= T et I' est de classe €°° et ne s’annule pas, donc ¢ est de classe €°° et par suite B l'est aussi

- (1) =y +2)).

1
comme produit de z — — et de la fonction z — (¢(1+ z) — w(l))2
x

IV.B. Expression de S, a l'aide de la fonction B

IV.B.1) Soit z > 0 fixé. Posons h(y,t) = ¢t""1(1 —t)¥"' = t"lexp[(y — 1)In(1 — ¢)] . Ona:
— pour tout y > 0, t — h(y,t) est continue (par morceaux) et intégrable sur |0;1[ d’aprés II.B.1;

oh

- VY(y,t) € R% x]0;1], a—y(y,t) =In(1 — )" 11 —¢t)v=! et giy};(y,t) = (In(1 - t))QtﬂH(l — )yt

existent ;
oh 2h .
— pour tout t € ]0;1[, y — a—(y,t) ety — — oy (y,t) sont continues sur R* ;
Y

2

oh
— pourtout y >0, t » —(y,t) et t » —5 R (y,t) sont continues (par morceaux) sur ]0;1[;

oy

— soit ¢ tel que 0 < ¢ < 1, on a les dominations pour y € [c; 400 :

vt €1]0;1],

f)—’y%y,t)\ = - In(L — k(g 0] < [In(1 — O] F1 1 - 0 = g (1)

et
2

vt €]0;1], g—y};(y,t)‘ — (In(1 =) 11— )" < (In(1 — )11 =)' = oo (1)

avec 1, @2 continues sur |0;1[ et intégrables sur |0;1[ (elles tendent vers 0 quand ¢ tend vers
en 0 car |In(1 —¢)] ~t etz >0 eten 1 cesontdes intégrales de Bertrand, & détailler mais c’est
0

toujours pareil et cela devient lassant...).
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IV.B.2)

IV.B.3)

IV.B.4)

IV.C.
IV.C.1)
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Ainsi le théoréme de dérivation des intégrales a parametre s’applique et y — 3(x,y) est de classe €
sur [c;+oo[ donc sur R et sa dérivée seconde est donnée par :
d%p ' 2,01 -1
Yy > 0,Vz > 0, W(x,y) = [ (In(1—1¢)%* (1 —¢t)Y""dt,
Y 0

ce qui entraine en particulier pour y =1 :
! 2
Vx>0, B(z) :/ (In(1 — )"t~ ' at.
0

Le méme théoréme appliqué a I'expression précédente jusqu’a la dérivée p¢ donnerait :
! oP 2 1 ! 2 p
VpeN, vz >0, BW(z) = / 57 <1n(1 —1)) eV “t> dt = / (In(1 —1))” (Int)’t=~*dt.
0o OT 0
Fort heureusement, I’énoncé nous épargne la justification (tout a fait similaire a la précédente).

(—1)" ! (In(1—#))*(nt)r—2
2(r— 2)] /0 " dt.

Selon I.LE.2, pour tout r > 2, S, =

Mais on vient de voir que :

1
Vr =2, Vo >0, B2 () = / (In(1 —#))* (In¢)" 2 ¢~ at
0

et

2
2 r—2 (1n(1—t)) (Int)r—2
- Vte]0;1], (In(1—1¢))" (Int) ~¢=* ;

S

2
In(1—¢t)) (Int) 2

-t (In ) (nt) est continue (par morceaux) sur |0;1[;

t
— on a la domination
In(1 — t))2’lntr72
t )

Vo e RY, vt €10;1], ’(111(1 —)” (1nt)’”’2tm*1‘ <!
et cette fonction dominante est indépendante de x et continue (par morceaux) et intégrable sur
10;1[ d’apres L.E.2.

En appliquant le théoréeme de convergence dominée lorsque = — 0% (il faut en fait appliquer la
caractérisation séquentielle de la limite, et considérer une suite (z,) de réels positifs convergeant
vers 0, comme a la question II.C.5), on obtient :

B(T72) (:L') N ! (ln(l — t))Q(ln t)T72

z—0t 0 t

dt

et donc 1y
N7y (r—2)
S, = 20— 2! Zhr& B (x).

1
En particulier, Sy = 3 1im+ B(z) et la formule du IV.A jointe au développement trouvé en II1.D.3
z—0

donne :
B(z) = % [(wa) — (x4 1) + (' (1) — ¢ (x + 1))}
250+ i [(w(l) — (1) = ¢(2)z + o(x))? + (¢(2) — ¢(2) +2¢(3)x + o(z))]
S 2¢(3) +o(1)

ce qui redonne bien Sz = ((3).

e D’apres IIII-C-3 et III-D on a pour tout > —1,¢(1+z) = (1) + 1 — T +g(z).
X

est de classe €°°

1
Or d’apres III-D-1, la fonction g est de classe € sur [—1;+o0] etr z ]

sur |—1;+4o00[, donc x — (1 4 x) est de classe € sur |—1;+o0[ et par suite ¢ aussi.
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e La formule de Leibniz (dérivée n¢ d'un produit) donne, pour x > —letn > 2 :

oM (z) = (Y(z+1) —(1))p™ (z +1) +Z< ) (@ + 1) (z +1)
+ M (@ + 1) (Pe+1) — (1) =D (z + 1)

donc
n—1

Vn =2, o™ (0) Z( )W (D) =R (1) — (1),

k=1
IV.C.2) D’aprés IV.A., p(z) = xB(x) pour tout = > 0 donc la formule de Leibniz entraine
Vo > 0,¥r >3, (9)" " V(x) = 2BV (2) + (r — 1)B" " (x),
et par passage a la limite en 0 (¢ est ¥°° au voisinage de 0) :

gp(T_l)(O) =(r—1) lim B- 2)( ),

z—0t

soit d’apres IV.B.3 :

B G ) e () N G O
25y = (r=2)! r—1  (r—1

Or d’apres la formule démontrée a la question précédente :

i 2o D(0).

e 00) R p® (1) pr-R(1) (1)

(r—1)! 7k:1 b (r=1-kK)! (r—=1)

et d’apres I11-D-3,

(1
k:!( L (-

vk > 1, DMk + 1),

donc

25, = (=1)" (Z(l)k“é(k + 1) (=1 ¢ — k) = (1) ¢ + 1))

k=1
r—2
=rC(r+1) =Y C(k+1)¢(r—Fk).
k=1
** ** ***
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