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Corrigé probleme 1 — CCP PSI 2013 enrichi et adapté

Partie I : Etude d’une fonction et de sa limite

I.1 Etude de la fonction f

x
I.1.1 La fonction g : t — exp(—t?) est continue sur R donc f : z / exp(—t?)dt est la primitive de g
0

qui s’annule en 0 :

‘ f est une fonction dérivable sur R. ‘

Pour tout x € R, on obtient en utilisant la parité de g et le changement de variable u = —t :

feo) = [ e = [ o (-au) = (o)

Donc ‘ f est une fonction impaire. ‘

I1.1.2 f' = g est de classe C* sur R comme composée de telles fonctions, donc f est indéfiniment dérivable
sur R.

On note P(n), pour n € N*| la propriété suivante :
< il existe une fonction polynéme p,, , de degré n—1, telle que pour tout € R : fV)(z) = p,(x) exp(—x?) >.

— Pour tout réel z : f'(z) = exp(—z?) donc P(1) est vraie : on a p; : & — 1, qui est bien une une
fonction polynéme de degré 0.

— Soit n € N*. On suppose P(n) vraie. On obtient alors pour tout z :

F (@) = £ (@) = [pl, (2) — 22pn ()] exp(—2?).

En notant p,41 : @ — pl(z) — 2zp,(z) on a bien une fonction polyndéme de degré n donc P(n + 1)
est vraie.

Par récurrence, on a montré que ‘ P(n) est vraie pour tout n € N*. ‘

1.1.3 f est impaire et en dérivant n fois la relation < Vz € R, f(x) = —f(—z) > on obtient
< Vr eR, fM(x) = (=1)"* f)(—z) > donc

‘ pr, est paire (respectivement impaire) quand n est impair (respectivement pair). ‘

I.1.4 La fonction g : ¢+ exp(—t?) est continue positive sur R .
Pour ¢t > 1, t < t? donc 0 < exp(—t?) < exp(—t), or t — exp(—t) est intégrable sur [1,+o00 [ donc par
comparaison de fonctions positives g est intégrable sur [1,4o00 [ donc sur [0,4o00].

—+oo
Par conséquent, I'intégrale / et dt est convergente, c’est-a-dire que‘ f admet une limite finie en +o0
0

(notée A).

1.2 Développpement en série de f
1.2.1 On connait le développement en série entiére de la fonction exponentielle (rayon de convergence +00) :
+00 e

Vz e R, exp(x) = Z

n!’
n=0

Donc pour tout réel x :

+oo +oo
ot = S [ G e
f(x)—/o p( t)dt—/o nz:% w dt—/o nz:% Lt

On sait d’apres le cours qu’une série entiere converge normalement donc uniformément sur tout segment

Z*‘” (=)"

inclus dans son intervalle ouvert de convergence; ici, la série entiere —
n!

t?" est de rayon de

=0
convergence infini, donc converge uniformément sur le segment [0, ] (ou [z,0]). On peut donc dans le
calcul précédent intervertir somme et intégrale :
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400 ) 400 p2n+l

n=0

Rem : on pouvait aller un peu plus rapidement en évoquant directement le théoreme sur la primitivation
d’une série entiére, que j’ai en fait redémontré ici!
1.2.2 D’une part en utilisant 1.1.2 en 2 = 0, on a p,(0) = £(™(0).

D’autre part le développement précédent montre que f est développable en série entiére au voisinage de 0
S FAR

(avec un rayon de convergence infini) donc f coincide avec la somme de sa série de Taylor Z o x".
k=0 ’

Par unicité du développement en série entiere, on obtient :

p2n(0) =0 et p2n+1(0) = (—1)"— .

1.3 Les intégrales de Wallis

1.3.1

I.3.1.a La fonction x — cos™ x étant continue positive et non nulle sur [0, 3], son intégrale sur [0, 7]
est strictement positive (théoréme du cours).

Un calcul immédiat donne | Wy = g et W1 =1.

1.3.1.b Une intégration par parties donne, pour n > 2 :

_ n—1 . . 3 E n—2 ;2 _
W, = [cos xsmx}oz +(n — 1)/0 cos" “x sin“x dr=(n—1)(W,_o—-W,)

-0 =1—cos?z

d’ou

= (n— )W, 5|

1.3.1.c En multipliant par W,,_; on obtient pour n > 2 :

TLWanfl = (n - I)Wn71Wn72

c’est-a-dire que la suite (nW, W,,_1)nen+ est constante, done pour tout n > 1,‘ nW,W,_1 =W Wy = % . ‘

1.3.2

I.3.2.a SipeNet z € [0,3],alors cos?™ z < cos? z et donc W1 < W, :‘ la suite (Wp)pen est décroissante. ‘

En utilisant la question I.3.1.b : nW,, = (n — 1)W,_2 > (n — 1)W,,_1, donc en divisant par W,,_
n—1 %%
<
n anl

qui est strictement positif on obtient

<1.

1.3.2.b D’apres ce qui précede, lim =1,donc W,, ~ W, _1 et d’apres la relation W, W,,_; = 21,
n

n—oo

n—1

m ™
on déduit que W2 ~ =n et comme W,, >0, alors | W,, ~ /=—.
2 n—-+oo 2TL

I.4 Calcul de A

1.4.1 11 suffit d’étudier la fonction u — e* — 1 — u (décroissante sur R_ et croissante sur R, ) pour voir
qu’elle est toujours positive :

‘pour tout réel u,ona e* > 1+ u.

I1.4.2 Soit n un entier naturel non nul.

D’apres la relation précédente appliqué & —u on a pour u <1 : 0 <1 —u < e, on éleve ensuite a la

puissance n : ‘ I—-u)"<e ™ siu<l. ‘

D’apres la relation précédente appliqué a v on a pour u > —1 : 0 < 1+ u < e%, on éleve ensuite a la

1
puissance —n : | e "™ m siu>—1.

Probléemes — © T.LEGAY — Lycée d’Arsonval 2/6 2 juillet 2017



— CORRIGE DS N°6 — PSI* 16-17

1.4.3 Soit n un entier naturel non nul.

Pour z € [0,1], on a 2% < 1 donc d’aprés la premiére des inégalités précédentes : (1 — 22)" < e—ne’ puis

en intégrant sur [0,1] :
1 1 5 “+o0 2
/ (1—2H)"dx < / e " dx < / e " dz (car exp(—nz?) > 0). Cette derniere intégrale a bien
0 0 0

un sens pour des raisons similaires & celles exposées en 1.1.4 (ou par comparaison a w% en +00).

1

Par ailleurs la seconde relation du I.4.3. donne puisque 22 > —1 (!) : e g AT relation
x

R A v 2 oo dz . N N

que l'on peut intégrer car 'intégrale ; m converge (par comparaison a =z en +o00). D’olt

finalement :

1 —+o0o “+o0 d
/ (1- xz)” dz < / e’ 4y < / 7332 .
0 0 o (IT+a)”

I.4.4 En utilisant le changement de variable x = sin@ (0 ~ sin@ est de classe C* sur [0,7/2]) :

1 /2 /2
/ (1—a2*)"da = / (1 —sin?6)" cos dh = / cos®™ 1 0dh = Wap 41 ;
0 0 0

1
Avec le changement de variable # = —=u (changement affine donc de classe ¢! et bijectif de R, sur

V@i
Ry):

+oo 2 Foo 2 1 A
e d:vz/ e —du=—;
/0 0 Vn Vn

et avec le changement de variable z = tan 6 (de classe C' sur [0, 7/2[, bijectif de [0,7/2[ sur [0, +o0[) :

400 dx /2 ) 1
—_ = )" df = Woy_o.
/0 (14 x2)" /0 (cos”6) cos2 ¢ 2

La relation du I.3.3 sécrit donc pour tout n € N* :

A
Wont1 € —= < Wop_o.

NG

7 JF

On a démontré en 1.3.2.b que ano %, donc on obtient Way, 41 ol 3n 1) ol NG puis
liIJIrl ViWani1 = g et de méme liIJIrl VnWop_o = \/7% donc par passage & la limite g <AL g
n——+00 n——+00

et la valeur de l'intégrale de Gauss :

+oo
/ eftzdtzAz\/—E.
0 2

Partie II : Etude de deux fonctions

I1.1 Etude de la fonction h

I1.1.1 Soit b un réel. ¢t — cos(2bt) exp(—t?) est continue sur [0,+oc0 [ et pour tout t € [0,4+oc [,
|cos(2bt) exp(—t%)| < exp(—t?). On a vu que ¢ ~— exp(—t?) était intégrable sur [0,+o0 [ donc
t > cos(2bt) exp(—t2) est intégrable [0, +o0o[ par comparaison de fonctions positives d’oti la convergence
absolue, pour tout réel b, de I'intégrale :

h(b) = /0+00 cos(2bt) exp(—t?) dt.

I1.1.2 On applique ici le théoréme sur la dérivée d'une intégrale & parametre. Notons g(b,t) = cos(2bt) exp(—t?)
pour (b,t) € R x R . Vérifions les hypotheses de ce théoréme :

— Pour tout réel b la fonction t — g(b,t) est continue sur Ry et y est intégrable comme cela a été vu
plus haut.

— Pour tout ¢t € Ry, la fonction b — ¢(b,t) est dérivable et %(b, t) = —2tsin(2bt) exp(—t?) est continue

par rapport a b et a t.
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0
—g(b, t)' < 2texp(—t?) qui est une fonction continue sur Ry et intégrable (par

0b

comparaison & 7 en +00).

~V(bt) ERx R, ,

Le théoréme du cours permet alors d’affirmer que h est de classe €' sur R et que

—+o0
Vb e R, K(b) :/ —2t sin(2bt) exp(—t?) dt .
0

I1.1.3 On intégre par parties l'intégrale précédente, en prenant v’ (t) = —2t exp(—t?) et v(t) = sin(2bt) soit,
pour tout réel b :

t=+o0

+o0 +oo
R (b) = /0 —2¢ sin(2bt) exp(—t*) dt = [sin(2bt) exp(—t?)] -0 —2b/0 cos(2bt) exp(—t?) dt

=0

Pintégration par parties étant justifié par le fait que . liIJP sin(20bt) exp(—t?) existe, et vaut 0 (puisque
—+00
la fonction sin est bornée). On a donc la relation :

[¥beR, W(b) = —2bh(b) . |

I1.1.4 La résolution de cette équation différentielle ne pose pas de probleme : il existe une constante C' telle

—+o0
que, pour tout réel b on ait : h(b) = Ce~*" . Puis C = h(0) = / e~ dt = A et finalement :
0

VbeR , h(b) = g exp(—b?).

I1.2 Etude de la fonction ®

I1.2.1 On utilise ici le théoreme de continuité d’une intégrale a parametre :

a2 .
— Pour t > 0 fixé, z+— e " %% est continue sur R.

t2

22
— Pour tout x réel, t — e " 7z est continue sur |0, 400 [.

2 _ 22
— Pour tout réel x et pour tout ¢t > 0, 0 < et < e_t2, et la fonction ¢ — e~*" est continue et
intégrable sur R, donc 'hypothese de domination est vérifiée, et finalement :

+o0 2

x

QT / exp (—t2 — t_2> dt est continue sur R et est paire (évident).
0

I1.2.2 On utilise maintenant le théoréeme de dérivabilité d’une intégrale a parametre :

2 _ 22
— L’hypothese : pour tout réel 2 ¢t — e~" ~ 4 est continue et intégrable sur 10, +00 [ a déja été vérifiée.
0, 2 a2 2x . i
- 8—(6 ey = —t—Qe_tZ_ﬂ”z/t2 existe pour tout réel x et tout ¢ > 0.
x

2
p R :
— pour t > 0 fixé, = — —%—«fe 2 est continue sur R} ;

t2

22
— pour tout réel z >0, ¢ +— —%—567 % est continue sur |0, +o0 [

— Hypothese de domination locale : soit [a,b] C R ; pour x € [a,b] on a

20 2 a2 20 2 a2
Vit >0, og}——e #* t2’\t—2 =t

2_ 42
On montre facilement que ¢ — f—fe_t 47 est intégrable sur | 0,+o0 [ : elle est continue positive sur
10,400 [, prolongeable par continuité en ¢ = 0 (limite nulle par croissance comparée) et dominée pour

t>1 par 2be~" ... Le théoréme du cours permet donc de conclure :

¢ est de classe C! sur le segment [a, b].

Ceci étant valable sur tout segment de ] 0, +oo |, ‘ ¢ est de classe C! sur ] 0, +o0 [. ‘

—+o0
2 =2
I1.2.3 Pour z > 0, ¢'(x) = / —t—fe_t2_t_2dt. On pose u =

0
de classe €' de R% sur R ). Avec du = —Zdt on obtient :
12

+1 8

x
(Papplication ¢ — n est une bijection
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—+o0
o'(x) = —2/ e/ =" qy soit ‘ O'(z) = —2¢(z). ‘
0

I1.2.4 La résolution de cette équation différentielle donne ¢p(x) = Kexp(—2z) pour =z > 0 avec K
constante. Or ¢ est continue sur R donc K = 1iI+n<p = ¢(0) = V/7/2.
0

Enfin, par parité, on obtient : | Vz € R, ¢(x) = g exp(—2|z|) .

Partie III : Calcul d’une intégrale
II1.1 Etude de la fonction P

| cos(2xt)] L 1 ¢ intéerabl
; or —— est intégrable sur
1+ 14 152 &
[0,4+00 [, on montre alors & I’aide du théoréme de continuité (j’ai ici passé les détails) que

z s Plz) = /0 T cos2et)

IT1.1.1 Pour tout z € R, on a pour tout ¢ > 0,

1+¢2

définit une fonction 1 continue sur R qui par ailleurs est clairement paire.

II1.1.2 (0) = /+OO
0

50 dt = mllgir—loo arctan(z) — 0 = 3

ITI1.2 On peut voir j,(z) comme une intégrale & parametre mais en fait elle se calcule :

1
Sous cette forme il est clair que j, est continue sur R et que pour x fixé ip(z) =

li R
pﬁn}rlooj 2(1 + «2)

II1.3 k,(y) = / yexp(—y®2?) cos(2az) dz = y/ exp(—y2x?) cos(2ax) dx.
0 0

Soit m» € N*. On applique la encore le théoréme de continuité d’une intégrale a parametre pour démontrer
la continuité de k,, :

— Pour z fixé, y — yexp(—y?z?) cos(2az) est continue sur RT ;
— pour y =0, x> yexp(—y?z?)cos(2ax) est continue sur [0,7] ;

— soit [0, 3] un segment de R, on a pour y € [0, ] la domination |yexp(—y2z?)cos(2ax)| < 8 qui est
une fonction constante donc continue et intégrable sur le segment [0, n].

On peut donc conclure :‘ (kn)nen- est une suite de fonctions continues sur RT . ‘

Pour la convergence simple, on distingue deux cas :
-siy=0, k,(0)=0—0

—si y >0, @ exp(—y2z?) cos(2ax) est intégrable sur [0, +oo [ car elle y est continue et c’est un 0 ()
quand x — +oo donc

n—-+o0o

+oo
kn(ly) — / yexp(—y?2?) cos(2az) dz. En posant alors u = xy :
0

+o0 +o0 1 2
/ yexp(—y*z?) cos(2ax) dx = / y exp(—u?) cos (22u> —du=nh <E> = vr exp (_a_2> .
0 0 y /]y Y 2 y

En conclusion :

(kn)nen+ est une suite de fonctions continues qui converge simplement sur R™

VT ? :
T . —exp | —— st y>0
et sa limite simple est la fonction y — 2 12 .
0 st y=20

II1.4 Soit up,p :/ Jp(x) cos(2azx) dz avec n € N* et p € N*.
0

I11.4.1 On utilise ici le théoreme de convergence dominée :
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— x> jp(x)cos(2azx) est continue sur [0,n];
1
— la suite de fonction (j,) converge simplement sur [0, n] et sa limite simple est la fonction x — m ,
x
continue sur [0, 7] ;
1

m < 1, qui est une

— domination : pour tout p € N* et pour = € [0,n], |jp(z)cos(2az)| <
fonction constante donc continue et intégrable sur [0, n].

D’apres le théoréme de convergence dominée :

. " 1
plgpoo Un,p = /0 M+ a7) cos(2ax) dx.

n n P
I11.4.2 w,, = / Jp(x) cos(2azx) dz = / (/ yexp(—(1 + 22)y?) cos(2ax) dy) dz.
0 0 0

Or (z,y) — yexp(—(1 + 2?)y?) cos(2ax) est continue sur le pavé [0,n] x [0,p] donc par le théoréme de
Fubini :

wp= [ ([ wesp(-1+ ) cost2a) o) ay = [k exp(-r?) dy.

II1.5 La fonction y +— ky(y) exp(—y?) est continue sur [0, +oo [. Pour y > 0

|kn(y)| = ‘/ yeXp(—yzscz)cos@ax) dzx
0

n
gy/ 1.dz = ny
0

donc |k (y) exp(—y?)| < nyexp(—y?) ce qui montre D'intégrabilité sur [0, +oco [.
IT1.6 D’apres II1.4 et II1.5, pour tout n € N*,| on obtient en passant a la limite quand p tend vers +oo :

1" o1 oo
3 /0 o2 cos(2az) dz = /0 En(y) exp(—y?) dy

On passe maintenant a la limite quand n — 400 & nouveau avec le théoreme de convergence dominée. On
pose fn(y) = kn(y) exp(—y?) :
— l'intégrabilité des f, a été vue au IIL.5;

— la convergence simple se déduit de II1.3 : (f,,) est une suite de fonctions continues qui converge simplement

ﬁ a? 2 ;
sur R+ et sa limite simple est la fonction y s { 2 P (_y_2 Y ) si y>0

0 st y=20
n
— domination : pour tout n € N*, pour tout y > 0, ona 0 < |f,(y)] < exp(—yz)/ yexp(—y?z?)dr d’ou
0
+o0 +oo
0<|fuy)l < eXp(—yQ)/ yexp(—y*z?) do = exp(—yQ)/ exp(—u?) du = exp(—y*)A
0 0

et la fonction dominante y — A exp(—y?) est continue et intégrable sur [0, +oo [.

On obtient ainsi :

+oo +oo
P(a) = /0 ! cos(2azx) dz = 2 ——exp (—Z—z - y2) dy = v/7 ¢(a)

soit en d’autres termes :
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