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SUJET n°2 (1 probléeme)

PROBLEME (MINES MP 2016)|

A. Une intégrale a parametre

e—u

NG

1. La fonction ¢ : u — est continue sur I par théorémes généraux.

1
On a 9(u) ~ —— ; orla fonction u — —— est une fonction de Riemann intégrable sur ]0;1], donc
u—0 u1/2 u1/2
par comparaison a une fonction positive, 1 est intégrable sur ]0;1].
1 1
De plus, par croissances comparées, uy(u) — 0 donc ¥(u) = o — |; or la fonction u + —
U——+00 uU—~+00 u? u?

est une fonction de Riemann intégrable sur [1;+oo[, donc par comparaison a une fonction positive, ¢ est
intégrable sur [1;+o00].

e—u

Nz

Ainsi, | ¢ @ u—

est intégrable sur I.

—Uu

Vu(u + x)

2. Pour que F(x) existe, il faut au moins (conformément au programme) que la fonction u +—

soit définie et continue par morceaux sur I, ce qui n’est réalisé que pour = > 0.
u 1 1

~ ; or la fonction de Riemann u — ——= n’est pas intégrable au

\/ﬂ(u =+ ;C) u—0 u3/2 u3/2

voisinage de 0, donc par comparaison de fonctions positives, il en est de méme de u +—

Pour z =0, on a

Valut )
e’ L oo — oL a dans 1 t;
\/a(u + a:) w0 xul/z € \/ﬂ(u + 1‘) u%:oo u2 s onc comme ans la queS 0on

Vu(u + )

I'ensemble les valeurs de x pour lesquelles F'(x) est définie est I =]0;+oo[. ‘

Enfin, si z > 0,

précédente on peut conclure que u — est intégrable sur I.

Conclusion :

—Uu

Vu(u + )

3. Posons f: (z,u) € I? —

—Uu

e
Vu(u + x)

— On a déja vu que, pour tout = € I, la fonction u — f(x,u) = est continue et intégrable

sur I .

—Uu
— Pour tout u € I, la fonction z — est de classe €' sur I , et admet comme dérivée la

e
Vu(u + )
af —e ¥

fonction x —— %(.’E,U) = m .

. of -
La fonction u — %(%U) T Vu(u+ z)?

— Soit @ > 0. On a I'hypothese de domination :

est continue (par morceaux) sur I.

—Uu

af e
V€ ; ) Vu € Ia O\ S —F—= "3
z € [a;+ool, Vu (9£C(I w| < Vu(u + a)?
e—u
et la fonction u —» ————— est continue et intégrable sur ]0;+oo[ ( la démonstration de

Va(u+a)?

lintégrabilité étant analogue aux précédentes).

En conclusion, avec les hypotheses précédentes, le théoreme de régularité des intégrales dépendant d’un
parametre permet d’affirmer que :

+oo A u
la fonction F est de classe €' sur I et F': x »—>/ 672 du.
o Vulu+ z)
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4. Soit x € I. En écrivant x = (u+2) —u on a :

+oo —u +o0 —u +oo —u oo L —u
- +u) e Yy —e e % u
Fl(z) = ezt L :/ ¢ 4 / L VY gy,
=) v T Var T Waro T e

+o0 e~ v /u
soit : xF'(x) = —F(x) —|—/0 ﬁdu

On effectue une intégration par parties (les fonctions sont bien de classe ¢™) :

+oo L —u a—u u—+00 +o0 —u —u
/ e "u qu— | ¢ Vu +/ e e .
o (u+m)? U+ o 2Vu(u+z) u+w

u=0

et le terme entre crochets est nul par croissances comparées, ce qui valide I'intégration par parties. On a
donc :

+o0 e—u\/ﬂ +o0 e U +oo e—u\/ﬂ 1 +0o0 e—u\/ﬂ
/0 (u+ x)? b /0 2/u(u + o) b /0 u+x =5 () /0 u+x Y

(on a bien le droit de couper U'intégrale en 2 car on a reconnu F(x), donc une intégrale convergente).

‘oo | —u
Ainsi : oF'(z) = —1F () —/ < yu du
0

2

u—+x
soit
1 oo _geu oo eu /u T _(x+u)e
F’ —(z— 2 F = ——du — du = ——du = —-K.
F@) - a-JF) = [ o [ = [ SR

On a bien démontré : | pour tout = € I, xF'(z) — (z — $)F(z) = - K.

5. La fonction G est de classe €' par produit et on a :

G/(x)—%gwf“() VI F(z) + Vae T F(z) =

e~ T
’ - _KS .
donc G'(x) NG

o—
Il en résulte que la fonction = — G(x) + K - / ——dt est de dérivée nulle, donc est constante sur

I'intervalle I.

Ainsi, | il existe une constante réelle C' telle que pour tout z € I, G(z) =C — K - / —dt.

6. e Soit > 0. On peut effectuer dans l'expression intégrale de G(x) le changement de variable affine
u =tz qui conduit a :

+oo we—tw +o0 e_tm
G(z)=¢e" ——dt=e ——dt
o Vit(tr +x) 0o Vtt+1)

On considere alors une suite (z,,)nen a valeurs dans I qui converge vers 0.
eftmn “+oo
Posons alors f,, : t = ———, de sorte que G(z,,) = / fn,et fit—
0

Vit +1)

On vérifie les hypotheses du théoreme de convergence dominée :

b
Vit +1)

— Les fonctions f, sont continues (par morceaux) sur I.

— La suite (f,), converge simplement vers f sur I, et f est continue (par morceaux) sur I.

1
— De plus f(t ) ~o 72 et f(t ) t3/2 ; ainsi comme dans la question 1., f est intégrable sur I, et

onal hypothese de domlnatlon :

VneN, Yt eI, |fo(t)] < F(t).

Le théoreme de convergence dominée s’applique donc, et on a hm fn / f-

Par caractérisation séquentielle de la limite,

“+o0 —tx “+o0 1
lim G(z) = lim

——dt = ——dt
z—0 @=0 o VE(t+1) 0o Vit+1)
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Il ne reste plus qu’a calculer cette intégrale, ce qui se fait classiquement en utilisant le changement de
variable v = v/t (de classe €' bijectif de R* sur RY) :

+oo 1

0o VEt+1)

o ,
dt = 2/0 o dv = 2 [arctan(v)]'Z) ™ = 7

donc | lim G(x) =

z—0

+o0 —tx

e B |
o Vitrn U Se /0 Vit

donc par théoréme d’encadrement | lim G(z) =0.
r— 400

e Pour 2 >0,0ona 0<G(z) =e"

e*t T et
e La fonction ¢ — —= étant continue et intégrable sur I, on a lim —dt = 0, et puisque

z—0 Jo \/Z
G(zr)=C— K/ —=dt, on a donc C =m.

—t
Or lim —dt = T dt = K, donc 0 = lim G(z) = 7 — K?, et puisque K > 0 par

r—+00 0 \/7_5 0 \/E r—+00
positivité de l'intégrale, on en tire : m

B. Etude de deux séries de fonctions

e—nx
7. e Soit z > 0. Pour tout n > 1 ona 0 < T <e ™ = (e7™™)". Or la série géométrique de terme général
n

(e™*)™ converge puisque 0 < e™* < 1, donc par comparaison de séries & termes positifs, il en est de méme

efnz
de la série E .
vn
neN*
—nx 1
. . . €
Rem : on pouvait aussi utiliser = ol 5 ).
\/ﬁ n——+00 n

Ainsi, f est définie sur R. ‘

e On utilise ici le théoreme de continuité de la somme d’une série de fonctions.

—nx

n

— Pour n > 1, la fonction u,: x +— est continue sur I par les théorémes usuels.

— Soit a>0.0na:

—nx —na

e e
Vn Vn
€ . s g - so8 sz
donc ||un||[a ool N qui est le terme général d'une série convergente comme cela a déja été vu.
n

Ainsi la série de fonctions E Uy, converge normalement donc uniformément sur tout intervalle de la
n>1

Vo € [a;+o0], Vn € N*,

—na

forme [a;4oo[ C I.

Il en résulte que f est continue sur tous ces intervalles donc sur leur réunion :‘ f est définie et continue sur 1. ‘

. . , . _ 1
e Soit z > 0. On a, par croissances comparées, lim n2\/ﬁe " =0 donc /ne " = o (— .

n—-+4oo n—-+oo 7?,2

1
La série E — ¢tant une série a termes positifs convergente, on en déduit la convergence de la série
n

Z \/ﬁefnr

n>1

Ainsi,

e On montre de la méme maniére que pour f (convergence normale sur tout intervalle [a;+oo] C T)

que : ‘ g continue sur 1.

67UI
8. e Soit = € I, fixé. On consideére la fonction h: u € I +— .
Vu
1
Cette fonction est le produit des deux fonctions positives et décroissantes sur [ : v +— — et u+—> e "
U
donc la fonction h est décroissante sur I, et comme dans la question 1., la fonction h est continue et

intégrable sur I.
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On a alors : o
Vn>1, / h(u)du < h(n) < / h(u)du
n n—1

(inégalité de droite est licite pour n = 1 puisque h intégrable).
En sommant pour n variant de 1 a N € N* on obtient, grace a la relation de Chasles :

/N+1 e i\[: e~ N7 /N e uT q
u’
1 — Vau

+o0 e—uw +oo e uz
puis par passage a la limite quand N — 400 : / du < f(x) < du
1

Vu o Vu

e On effectue alors le changement de variable de classe €', strictement croissant et bijectif de R% sur
RY :ux=t,dou:

+o0 et 400 et
Cw<f@) < —a
«  Vat o Vat
+<><> —
donc par théoréme d’encadrement lim /zf(z) = / — dt =+/r.
x—0 0 \/_

On en déduit équivalent : | f(x) ~

s
x—0 €T

9. Posons pour n € N* : u,, = Z — =

e 1ére solution (classique, mais un peu lourde)
Soit n € N*. On a :

e () (£

k=1

-

1
W+2(\f vn+1)

1 2 - Vntl
S Vn+l yn+vn+l o \aln+ 1) +n+1

donc la suite (uy,)nen+ est décroissante
En utilisant une comparaison série intégrale comme dans la question 8. on a

n+1

"1
> Lt —ovns1-2vi
,;JE L Vi

donc Z >2Vn+1-2-2yn>
Ainsi la suite (un)nen+ et minorée par -2 ; puisqu’elle est décroissante,

e 2e¢me solution : bien plus jolie

En reprenant le calcul ci-dessus,

VR WG Ut L) R

Upg1 — Up = = =
i vnn+1)+n+1 nn+1)+n+ Inotoo 2n 4n3/2

B

donc, par comparaison a une série de Riemann, la série g (Un+1 — up) converge, et il est bien connu

que cela équivaut & la convergence de la suite (uy,)nens -

n—-4o0o

10. e Le résultat de la question précédente montre qu’il existe un réel ¢ tel que lim <Z ) =/

soit

"1
— =2yn+0+0(1)
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n 1
d’ott l'on tire : Z — ~ 2yn.
eV

k n—+oco

Par comparaison de séries a termes positifs, il résulte alors de la question 7. que, pour tout = > 0,

la série Z (Z ) ™ converge.

n>1

eka

vk

e Soit x > 0. On considere les séries de termes généraux aj = pour k> 1 et ag =0, et by, = e F*
pour k > 0.

Ces séries sont absolument convergentes : cela a déja été vu en 7. pour la premiere, et la seconde est
géométrique de raison e~* € ]0; 1[; leurs sommes sont :

—+oo —+oo 1
Do =1@) et Y b=
k=0 k=0

On effectue le produit de Cauchy de ces deux séries; on obtient une série de terme général c,, pour n > 0
ou :

—kx n

1
co=0 et,pourn=>1, ¢, = arb = apby,— e~ (n—k)z _ — e ",
0 z s = z o=y >

k=1

donc, d’apres le théoréeme du cours sur le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes :
+o0 +oo +oo too
D-Sa-Sa- (Sa) (Sn).
n=1 n=0 n=0 n=0

f(x)

1—e%

Ainsi, | V2 >0, h(z) =

e Quand z — 0, on a 1 —e ™ ~ z donc directement avec le résultat de la question 8., on a

Vi

~ VO
z—0 3/2

n

e Notons encore (uy,)nen+ la suité définie & la question 9. par u, = Z \/_ —2y/n.

On a, pour = >0 :

+o00 n +oo 00
= Z (Z ;E) e " = Z(un +2vn)e ™ = 2g(x) + Z Upe "
n=1 \k=1 n=1 n=1

(on a bien le droit de couper la somme en deux car les séries écrites convergent).
On a vu que la suite (u,)nen+ est convergente; elle est donc bornée d’ot

400 +oo ¥oo el
Vo> 0, 3 une ™| <Y funle™ < lull L Y e = ul ~ =
o © 1l—e%g0 T
n=1 n=1 n=1

Ainsi,

1 +Oo —nx
g(x) = 5( > une )I:OQEC@Q-

n=1

L) -
f N
23/2

C. Séries de fonctions associées a des ensembles d’entiers

12.

e Si A est finie alors Z ape " = Z e~ ™ est une somme finie donc ‘ si A est fini, T4 = [0;400][. ‘
neA neA

e On suppose désormais que A est infini.

On définit ¢ par récurrence par ¢(0) = min A et p(n+1) = min (A \ {¢(k) | 0 < k < n}). Cette définition
a bien un sens car, A étant infinie, ensemble A\ {¢(k) | 0 < k < n} est une partie non vide de N.

Par construction la suite ¢ est strictement croissante a valeurs dans A et telle que Vn € N, a,,) =1 :
elle répond donc a la question posée.
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e Si x =0, lasuite (a,e™ ™) ne converge pas vers 0 (considérer la suite extraite (av(n)e*“’(")z) constante
égale & 1), donc la série Z ane” " diverge grossierement.
n=0
Siz>0,o0na |a,e” ™| < e ™ ce qui donne par comparaison de séries & termes positifs la convergence
de la série Z ape """
n=0

Ainsi, |si A est infini, T4 =]0;+0c0[ = 1. ‘
1 +oo
kx —kz
13. Soit x >0;o0na: fa(x E are” " et T k%oe

Par définition de A(n), on a Card(A(n)) = Zak ; le produit de Cauchy des deux séries ci-dessus,
k=0

fa(x)

1—e—”'

absolument convergentes, donne alors directement : Z Card(A(n))e ™ =

14. e Soit n € N. On a:
Ain)={k |keN et k> <n} ={k* |keN et k<vn}={k|1<k<[Vn]},

et Aj(n) est de cardinal [\/n].

+oo
x)
Pour 2 > 0 on a donc d’apres la question précédente, fAl Z |vnle ™.
n=0

e Pour ne N, ona /n— |y/n] €[0;1] donc

d'ott (1 —e ®)g(z) —1< fa,(z) < (1 —e®)g(x) car 1 —e™* > 0.
2V fa, (x)
NS

Or d’apres 11., (1 —e~*)g(z) équivaut a ﬁ quand x — 0 , donc tend vers 1 par théoréeme

2V

d’encadrement.

Ainsi | fa, (z)

VT
z—0 2\/5
Vam

On en déduit xfa, (z) ~o o puis lin})fol () =0 puis : ‘ A1 €S et (A;) =0 ‘
— T—

1 si t 6 fait
15. e Soit # > 0. On note (a,) la suite associée a 'ensemble A = Ay, c’est-a-dire a,, = { S? 7 est un carre pariat
0 sinon.
Soit n € N*. On a
v(n) = Card ({(o, B) € A} |+ B=n}) =Card({(k,n—k) |k € Ay et n — k € A}),

n—1 n

donc v(n) = E Aplp_f = E agan_p car ag = 0, cette derniére formule restant vraie pour n = 0
k=1 k=0

puisque v(0) = 0.

On effectue ensuite le produit de Cauchy de la série Zake_kz (absolument convergente), de somme
k>0
—+oo
fa,(x), par elle-méme et on obtient : | la série Z v(n)e™™* converge et Z v(n)e ™ = (fa, (x))%
n=0 n=0

e En notant (b,) la suite associée & ’ensemble As, on a pour tout entier n, b, < v(n) (car dés que b,
vaut 1 alors v(n) vaut au moins 1). On en déduit directement que pour tout x > 0,

fa, (@ Zb e "< Z e " = (fa,(2))*.

n=0 n=0
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Par suite, xfa,(7) < x(fa,(z))?. En utilisant I'équivalent fa, (z ) trouvé a la question 15.

N
—02v/z

obtient que lir% x(fa, (2))? = 1 En admettant que As € S et en passant a la limite quand =z — 0, on
Tr—r

I
déduit alors de I'inégalité précédente que : | P(Az) < 1

D. Un théoreme taubérien

16.

17.

18.

Soit ¢ € E. Pour tout & > 0, |ape™"(e™™)| < [[¢]|ccane™ ™ donc la série Zane*”xwl(e*m) est
n=0
absolument convergente par comparaison entre séries & termes positifs, donc convergente, et L(v)(x)

existe, c’est-a-dire ‘ L(v) est bien définie pour tout ¢ € E. ‘

e Soit 1,12 € E, et A € R. On a pour tout = > 0 :

+o00

LWy +2)(@) = 3 (e (Mby () + ia(e ™)) = AZ e () + 3 e ()
n=0 n=0

donc L(Apy +12)(z) = AL(¢1)(z)+ L) (z) pour tout z > 0 c’est-a-dire L(Apy+1P2) = AL(1)+ L(w)2).

(LR).|

En conclusion,

e On suppose que 11 < .
Pour tout = > 0 et pour tout n € N, ane "h(e™ ™) < ane "iha(e” ™) car aze ™ > 0, donc

L(¢1)(x) < L(12)(xz) en sommant.
o dans F, 11 < by entraine L(11) < L(v9). ‘

Ainsi,

e On a bien F; C E (par définition de F1) et Ey # 0 car l'application nulle 6 : z € [0;1] — 0 vérifie
0 € E et L(0)(x) = O0pour tout = donc lir%x(L(Q))(x) =0.
z—

Soient 1,19 € E7 et A € R.

Pour tout = > 0, on a x(L(Ap1 + 2))(x) = Az (L(¢1))(x) + x(L(12))(x) donc par opérations sur les
limites on a lir%x(L(Awl + o)) (z) = A hm x(L(yn))(z) + hrrbx( (12))(x) existe, ce qui prouve que

r— r—
M1 + 9 € By donc Ep est stable par combmalbon linéaire.

En conclusion,

e De plus, d’apres le calcul ci-dessus, A(Apy + ¢2) = AA(P1) + A(1p2) et A: By — R donc A est une
forme linéaire sur FE1 .

Enfin, pour tout > 0 et toute ¢ € E, on a |x(L(¥))(z)| < [|[¥|lco Z ane” """ donc par passage a la

limite en 0, on a |A(¢Y)| < £]|Y] s -
Le théoreme du cours sur la caractérisation des applications linéaires continues montre alors que

lapplication A est une forme linéaire continue sur (E1, || ||oo)- ‘

e Soit p€ N. On a e, € E car ¢, est continue donc continue par morceaux sur [0 ;1]

Soit > 0. On a L(e,)(z) = Zane_"(p"’l)w donc zL(ep)(x) = +1 - Puisque

p
=0
+0oo !
li =Y déduit | A =——cte,cl.
yg&y%a,& on en dédui (ep) 1 et e 1

1
e On remarque que A(e,) = ¢ / ep, donc par combinaison linéaire , pour toute fonction polynomiale
0

i
P,ona PeE etA(P):f/ P
0

Soit maintenant ¢ € Ey. Le théoréme de Stone-Weierstrass nous fournit une suite de fonctions polyno-
miales (P;) qui converge uniformément vers ¢ sur [0;1].
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Pour tout >0 et k€N on a :

CL()(@) — 2L(P)] = 2|3 ane™ ((e) — Pule=)

n=0

+oo
<z Zane—nx }w(e—nx) _ Pk(e—n:c)‘
n=0

—+o0
<[ - P2y ane™ = [ — Pil|_ xL(eo)(x).
n=0

—+oo
Maintenant, pour tout a € ]0;1[ la série de fonctions Zane

~™ converge normalement sur [a;1]

n=0
(vérification aisée) donc la fonction = — xL(eg)(x) est continue sur ]0;1]; de plus, elle admet comme
limite ¢ en 0 donc = — xL(ep)(x) est prolongeable par continuité sur le segment [0;1]. En particulier,
elle y est bornée, et si on note M un majorant, 'inégalité précédente implique :

Va el0:1], |eL(y)(x) — xL(P)(x)] < M [ = Byl

Puisque klir+n | = PrllooM = 0, on en déduit que la suite de fonction (x — xL(Py)(x)),>, converge
— 400 =
uniformément sur ]0; 1] vers x — xL(¢))(x).
Comme lirrb xL(Py)(x) = A(Py), le théoréme de la double limite nous donne alors que la suite (A(Py))
T—r

converge et que
lim 2L(¢)(z) = lim A(Pg).

x—0 k—~+o00

Cela signifie que 9 € Fq, donc De plus :

A@) = lim A(P) = lim e/ Pk—é/ b,

k— 400 k—+oo

la derniére égalité découlant de la convergence uniforme de la suite (Py) vers ¢ sur le segment [0;1].

1
En conclusion, | pour tout ¢ € Ey, on a A(y)) = E/ Y.
0

19. e La fonction g_ est continue en tous points de [0;1]\ {a — ¢, a}.

Deplus lim g¢g_(zr)= lim g¢g_(z)=g_(a—¢e)=1;idem pour les limites & droite et & gauche en
z—(a—e)~ z—(a—e)t
a. On en déduit que g_ est continue sur [0;1]; idem pour g .

Ainsi : ‘ g— et g+ EEO.‘

—€ a 1
e On a Alyg —E/ g_—é(/ g_+/ g_+/ g_);
—& a 1

-1
Or : / g-=a—c et / g_:T (aire d’un triangle) et / g— =0, donc A(g_):€<a——)~
0 a—e

a

Calcul similaire pour A(gy).
Alg-) =t (a- 5) et Algy) = (a+ 2)

eOnalpg€FE et g <lgg < gy, donc pour tout = >0, xL(g-)(z) < xL(1jgq)(x) < 2L(g4)(x).

On a ilg% xL(g-)(z) =¢ (a - %) ; par définition de la limite, il existe a; > 0 tel que
Ve €]05en], #L(g_)(x) > £(a—e).

De méme, puisque ilg% xL(gy)(x) =¢ (a + g) ,on peut trouver as > 0 tel que
Vo €0 ao], 2L(g4)(x) < L(a+e);

en prenant alors o = min(ay,az) on a :
Va €]0;a], |2L(1)9q)(x) — la] <

On vient ainsi de montrer que lin%) rL(1j0,q))(2) = La.
Tr—r

En conclusion, | 19,4 € E1 et A(1jgq)) = fa.
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e Pour 1o 4, les calculs sont identiques ce qui donne : 1jg 4 € E1 et A(1jg () = fa.

On en déduit, pour 0 < a < b < 1, puisque 1jg 5 = Ljo.5)—1j0,a[> L[a,p] € E1 et A(1l[ap) = €(b—a) = ¢ Lap -

On a évidemment des résultats analogues pour 1j, ), 1ja,pf €t g p[-

Par linéarité, on en déduit alors que toute fonction en escalier ¢ appartient a E; et que A(p) = ¢ ©.
0

Enfin, on sait que si ¥ € E alors ¥ est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier sur [0;1]. On

montra alors, exactement comme dans la question 18., que ¥ € E; et que A =/ / Y.

1
Conclusion : | By = FE et A(y) = £/ 1 pour tout ¥ € F.
0

20. e Soit N >0.0On a:

N N

+o0
(L(v)) (%) = Z Ozne—n/Nw(e—n/N) _ Z ane—n/Nw(e—n/N) _ Z ape NN
n=0

n=0 n=0

donc | (L(2)) (%) = éak.

e Puisque ¥ est continue par morceaux, elle appartient a E; d’apres ce qui précede et :

lim 2(L(1))(z) = _4/ =/ w—é(ln() In(1/e)) =

z—0

N
1 o 1 .
donc NLHEOO N ’;:O ap = NLHEOO N(L(d))) <N> =/(= hm < E ape ) .

n
21. En reprenant les notations de la partie C, on a Card (A(n)) = Z ag .
k=0

Comme A € 5, hm ( Zan ) = iigbfo(x) =d(A)

On peut appliquer donc le résultat précédent a la suite (o) = (an) avec £ = ®(A) et on obtient que

lim lCard (A(n)) = @(A4).

n—+oo n

NS

Pour tout = > 0, la série Z v(n)e™™® converge et a pour somme (fa, (x))° ; de plus lin%)x (fa,(2))? =
T—

n=0
d’apres 14. et 15.

1
On peut donc appliquer les résultats précédents et on en déduit : lim — Z v(k) =
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