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CORRIGE DU DS°6 I

SUJET n°1 (1 exercice + 1 probléme)

|[EXERCICE (extrait de E3A PC 2017) |

-1 -1 1 -1
1 1 -1
1 1 -1 1
-1 -1 1 -1

1. Ona: Ay = et rg(Ag) = 1 (toutes les colonnes sont proportionnelles & la premiere).

2. Ap n’étant pas inversible, 0 est valeur propre de Ay (cours). On peut aussi utiliser le théoréme du rang :
dim Ker Ag = dim R* — rg(4y) = 3, qui montre que 0 est valeur propre d’ordre > 3.

T
Soit V = Z ; Péquation AgV = 0 équivaut a z+y — z +t = 0 ; il s’agit de I’équation de I’hyperplan
t
1 1 1
, -1 0 0
Ker Ag ; une base en est formée, par exemple, des vecteurs U; = ol Uy = 1 et Us = 0 (ces
0 0 -1

trois vecteurs vérifiant I'équation précédente et étant trivialement linéairement indépendants).

3. a) On calcule : AgUy = —2Uj.

b) Ainsi, Uy est un vecteur propre associée a la valeur propre —2. Puisque Uy ¢ Ker Ay, la droite
vectorielle de base Up et I'hyperplan Ker Ag sont supplémentaires, donc (Uy, Uy, Uz, Us) est une
base de M4(R) formée de vecteurs propres de Ay ; cela montre que Ag est diagonalisable dans My (R).

1 11 1

. . . . . -1 -1 0 0

¢) Pour la matrice diagonale D = diag(—2, 0, 0, 0) et la matrice inversible P = 1 0 1 0
1 0 0 -1

de My(R) on a Ay = PDP~! (P est la matrice de passage de la base canonique a la base
(Uo, Uy, Uz, Us).

PROBLEME (E3A PC 2017, 3 heures) |

Partie I.

1. a) Pour t=0: f(0)=1.Pour t #0 : f(t) = {c—tsr:l et

—t Js=0 t
b) f est clairement continue sur R* (quotient de fonctions continues).
Le développement limité en 0 : e =% = 1—¢+0(t) entraine que }in% f(t)=1= f(0) donc f est continue
—
en 0 et par suite f est continue sur R.
De plus, f est strictement décroissante sur R puisque :
Vs€]0:1], V(t,u) €R% t<u= e < e = f(u) < f(1)
(la derniére inégalité stricte étant justifiée par le fait que I'intégrale d’une fonction continue positive
et non identiquement nulle est strictement positive).
—t

. . e . ) . B
Enfin, t~1>1£noo ft) = tl}I}loo — = +0oo (croissances comparées) et tl}glm f(t)=0.

D’apres le théoreme de bijection, f est une bijection de R sur ]0; +o0].
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+00 n
¢) On connait le développement en série enticre : Vi € R, et = Z %
nmo '
1— e— too n ltn 1
On en déduit f(t) = " Z pour t # 0, cette égalité restant vraie pour ¢t = 0

puisque f(0) =1
C’est le développement de f en série entiere, avec un rayon de convergence infini.

2. a) Puisque le rayon de convergence est infini, on peut intégrer terme & terme ce développement en série
- 3 ) +oo (71)n71xn
entiere sur le segment [0;x] pour tout x réel et on obtient : S(x) = Z
n(n!)

n=1

“+oo

n 1 1— e—t
b) Pour z =1, on obtient S(1 Z / f)ydt = / ; dt.

—t
e
3. a) La fonction ¢ — e est continue sur R* donc sur [z;+4oo[ pour tout = > 0.
—t

e
Pourt}lonaonge*t

—t

;or t— e ! est intégrable sur [1;+oo[ (fonction de référence du

cours), donc a l'aide des théorémes de comparaison pour les fonctions positives, on en déduit qu’il en

e—t

est de méme de t — -

“+o00
e
Finalement, R(x) = / Y dt est bien définie pour tout xz > 0.
x

b)

“+o0
Déja, il est facile de vérifier que 'intégrale / In(t)e " dt existe, puisque :
0

—t

— la fonction ¢ +— In(t)e™" est continue sur |0;4o00[;

— In(t)e™" ~ In(t), et ¢t — Int est une fonction de signe constant et intégrable au voisinage de 0 ;
t—0+
— In(t)et = o (t%) , et la fonction ¢ — t% est positive intégrable au voisinage de +oc.
t—+oo
e En intégrant par parties :

! I ., 1 e t—1  (Tl—et
—/Oln(t)e dt = [In(t)(c —1)}0—/0 : dt—/o i =s0).

Cette intégration par parties est légitime puisque In(t)(e *—1) ~ —tIn(t), donc lim In(¢)(e *—1) = 0.

t—0+ t—0+

e En intégrant par parties :

+oo too +o0 e—t +oo —
—/ In(t)e™" dt = [In(t)e™"]] —/ —dt = —/ — dt —R(1).
1 1 3 1 3

—t

Cette intégration par parties est 1égitime puisque In(t)e™* a pour limite 0 en +oc0.

—+o0
e En additionnant les résultats précédents, on trouve v = S(1) — R(1) = —/ In(t)e " dt.
0

x eft T eft
c) Par la relation de Chasles : Vo > 0, R(x) = R(1) f/ e dt; or x — / e dt est la primitive
1 1
o
s’annulant en 1 de la fonction continue ¢ € R et donc est de classe €' sur R% .

—x

e

Il en résulte que R est aussi de classe €* sur RY et : Vo >0, R'(z) = —
x

1—e %
De S(z / f(t)dt on déduit S’(x )—f(ac)zie pour x # 0.
x
1
On a donc : S’(x) = R'(x) + — pour = > 0. Les fonctions S et @ — R(z)+In(z) + v ont des dérivées
x

égales sur l'intervalle ]0;4o0o[. Comme elles prennent la méme valeur pour z =1 (S(1) = R(1) + )
elles sont égales sur cet intervalle.
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k
x
4. a) e La série entiere de terme général — a un rayon de convergence égal a 1, puisque le terme général
tend vers 0 pour |z| < 1 et tend vers I'infini pour z > 1. Donc la série converge pour = € |—1; 1],
et en particulier aussi pour = € |0;1].
IL’t tinz t

e x
La fonction t — — = est continue sur [1;+o0[ et, pour t > 1, 0 < — < etn(@) qui est

t

intégrable sur [1;-+oo[ puisque In(x) < 0.
Cela prouve la convergence de l'intégrale / - %tdt, et finalement g(x) est bien défini pour
x €10;1]. '
e Soit z €]0;1[.
Les fonctions t % et t — at = et"(®) sont décroissantes et positives sur [1;+oo[ (In(z) < 0)

zt i
donc ¢t — — Test aussi.

On a donc, pour tout k € N* :

k+1 zt J?k

x
<<
E+1 t k

et en intégrant cette inégalité entre k et k + 1, on trouve :

k+1 k+1 .t k
T x x
Vk>1, —— < —dt < —-

= 7k+1\/k n \k

Vie lkik+1],

En additionnant alors les inégalités de gauche pour k variant de n a +o0o, et celles de droite pour
k variant de n+ 1 a 400, ce qui est licite puisque I'intégrale et la série convergent, on obtient :

+oo .t too k +oo .t
/ Tat< T < / T at.
n+1 t k n t

8

On en déduit :

+oo .t too k n+1 .t n
V<o o= [ Ta- Y T< [T Lt

1 . 1
b) On en déduit pour tout =z € J0;1] : 0 < gp(z) — g(z) < . donc ||gn—9||]:;1[ < o puis

lim |lgn — g||]0;1[ =0, c’est-a-dire que la suite (g,) converge uniformément vers g sur J0;1[.
n—-+oo oo

n k n .t
T T
¢) Rappelons que, pour n € N* et > 0, g,(z) = E = / v dt.
k=1 1

Une fonction polynéme étant continue, pour proux_fer la continuité de g, il suffit de prouver celle de la
R — R
n tlnz

fonction F : "ot

onetion z x—dt:/ .
1t 1t
e

tinz

Pour cela, posons f(z,t) = pour x >0 et t € [1;n]. Alors :

— pour tout = > 0, la fonction ¢ — f(x,t) est continue (par morceaux) sur [1;n], par théorémes
usuels;;
— pour tout ¢ € [1;n] la fonction x — f(x,t) est continue sur R par théorémes usuels;

tlna

— soit a > 0. Pour tout = € ]0;a] et tout ¢ € [1;n], ona 0 < f(z,t) <

= p(t), et la fonction

¢ est continue donc intégrable sur le segment [1;n]. L’hypothése de domination locale est donc
satisfaite.

Le théoreme de continuité d’une intégrale a parametre indique alors que F est continue sur tout
intervalle ]0;a] C R donc sur R . Il en est donc de méme de g, .

d) e Compte tenu de la convergence uniforme de (g,,) vers g sur ]0;1[, et puisque 1 € ]0;1[, le théoréme
de la double limite permet d’affirmer que

1mm@hm(mn%@)mn%m

z—1- n—+00 \z—1- n—+oo

puisque les g,, sont continues en 1 (question précédente).
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e En utilisant le développement en série entiere

Veel-1;1] In(l+a) = Z(_m—l%",

n>1
too il
on obtient : — = —In(1 —x) pour z € |0;1].
; - (I-z)p 1051]
D’autre part,
+o0 rt +o0 et In(z) +o0 e U
/ —dt:/ dt:/ —du = R(—Inz),
1 t 1 t —In(z) u
le changement de variable effectué étant licite puisque ¢t — u = —tInz est une bijection de classe

€t de [1;+o0[ sur [—Inz;+ool.
On en déduit pour z € ]0;1] :

glx)=—In(1—2z) — R(—Inz) = —-In(1 —2) — S(—Inz) + In(—Inx) + v,
en utilisant le 1.3) ¢).

Par suite, g(z) = In (71“5”) —S(—Inz) +~.

1—x
) . In(z) ) ) )
Puisque hm1 e 1 et que S est continue en 0, on obtient : lim g(z) =In(1) — S(0) +v =1~.
z—1 3 —

1
e Compte tenude lim g,(1) = lim g(x) =7, et de gn(1) = Z 7 Inn, on obtient finalement :

n—+400 1

“+oo eft “+oo e—au
5. R(az) = / - dt = / du grace au changement de variable affine (donc licite) ¢ = au.
u
a x

* +oo e—au _ efbu
du. On obtient donc R(ax) — R(bx) = / . du.

+oo —au

De méme R(bx) = /

xT U x

D’autre part en utilisant le 1.3) ¢) :
R(az) — R(bx) = S(ax) — S(bzx) — In(azx) + In(bx) = S(azx) — S(bx) +Inb —Ina.

Par continuité de S en 0, on en déduit en faisant tendre = vers O :

+oo —au _ ,—bu
/ ¢ 7% Qqu=Inb—Ina.
0 u

6. a) Pour z >0 ona:

+oo —t “+oo —t 1 —x
R(z) :/ ©dt< / o dt=—[-—ette ="
= t - T T T
Par suite 0 < zR(z) < e™* d’on Er—ilrl zR(z) = 0.

b) Aveclel.3)c): R(x) = —Inz+S(x)—y donc R(z) ~ —Inz. Onen déduit lim zR(x) = lim —zlnx = 0.
z—0 z—0 z—0

Avec en plus liIJrrl xR(xz) =0 obtenu & la question précédente, cela justifie 'intégration par parties :
Tr—r+00

/0+°° R(z)dz = [xR(a?)];OO - /0+<>o 2R (z)dx = /O+Oo eTdr =1,

en utilisant zR'(x) = —e~ " (montré au 1.3)c)).

Partie I1

1. a) I, existe puisque ¢ — t"e~* est continue sur [0;+oo[ et t"e™! = 0 (t%) en +oo...
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b) On integre par parties :

—+o0
Iny1=[— t”“e*t]a_oo + /0 (n+ Dt"e tdt = (n+ 1)1,

l'intégration par parties étant justifiée car lim t"le™t = 0.
t——+oo

On montre alors facilement par récurrence sur n que I,, = n! : en effet, c’est vérifié pour n = 0
puisque Iy = [—e_t]g"o = 1, et si I'on suppose I,, = n! pour un entier n € N, on en déduit
Inyi=Mm+ DI, =Mn+1).

2. a) e — Puisque P(x +t) est une combinaison linéaire des t* on déduit que pour tout z € R T(P)(x)

est bien défini, comme combinaison linéaire des Iy .

— T est une application linéaire puisque pour tout z € R, T(AP + Q)(z) = \T'(P)(z) + T(Q)(z)
par linéarité de I'intégrale.

— On calcule, pour z € R :
- T()(z)=1p=1donc T(1) =1;

+oo
(X)) :/ ez 4t)dt = 2ly+ I =1+ done T(X) =1+ X.
0

+oo
~ T(X?)(x) :/ e Ha+t)?dt = 22Ty + 221 + Io = 242z +2° done T(X?) = 2+2X + X2,
0

Donc pour tout polynéme P € Ry[X] on a T(P) € Ro[X] par combinaison linéaire.

T est donc bien un endomorphisme de Ro[X].

11 2
e Compte tenu des calculs ci-dessus, sa matrice dans la base canonique de Ra[X]est M = |0 1 2
0 0 1

b) M est triangulaire et a donc comme unique valeur propre 1 (d’ordre 3). Si elle était diagonalisable elle
serait semblable a la matrice diagonale ayant des 1 sur la diagonale, c’est-a-dire la matrice identité et
on aurait alors M = I3, ce qui est faux : M n’est donc pas diagonalisable.

3. a) On applique la formule de Taylor pour les polynomes.
Pour un polynéme P € R, [X] on a :

~ PV ()
Pz +1t) = Z Tt
k=0
donc P N kp, b ~ PW(x)
onc Pz +1t) = Zt k(z), en posant by(x) = 0
k=0

b) Le fait que T est bien défini sur R, [X] et est linéaire se démontre comme dans I1.2.a).
On a de plus, pour P € R, [X],

n

Vo eR,T(P)(z) = Ib()zifp(k)(x):ip(k)()
x s x EOE\T k %l x
k=0 k=0 k=0

puisque I = k!.
On obtient donc T(P) = ZP(k) qui appartient bien a R, [X]. Et on a aussi montré la formule

k=0
demandée, avec ay = 1 pour k € [1;n].

¢) La formule précédente permet de calculer facilement, pour tout k € [1;n] :
k!
T(X*) = X* 4 EX* 4 k(b —1)XF 24 4 5)(2 + kX 4+ k!,

ce qui permet d’écrire la matrice de T' dans la base canonique de R,,[X] :

1 1 2 .. n!
o 1 2 .. n!

M=|0 0 1 .. n/2|eMpi(R).
0 0 O 1
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M est triangulaire et a donc comme unique valeur propre 1 (d’ordre n + 1).

De plus, il est clair que la matrice M — I,, est de rang n (ses n derniéres colonnes sont indépendantes
puisque les coefficients au-dessus de la diagonale sont non nuls), donc d’apres le théoréme du rang,
le sous-espace propre associé & la valeur propre 1, c’est-a-dire Ker(T — Id), est de dimension
dimR,[X]—n=1.

Et puisque l'on a T'(1) = 1, il s’agit de I'ensemble des polynémes constants.

4. Puisque la solution de ’équation homogene associée 3y’ —y = 0 est x — ke®, il suffit de montrer que la
+o00
fonction F': x — ex/ e 'g(t) dt est une solution particuliere de I’équation y' —y = g.

xr
Déja, la définition de F a bien un sens puisque la fonction ¢ +— e~tg(t) est continue sur R, et, g étant
bornée (par M ), on a pour tout réel t, e tg(t)| < Me ", et t — e~! est intégrable au voisinage de +oo.
On a alors, en utilisant la relation de Chasles :

Yz eR, F(z) = e” (/Om e~tglt)di — /Oxe_tg(t) dt)

ce qui montre que F est de classe €' sur R et que :

Yz eR, F'(z) = e (/;oo gty di — /Owetg(t) dt) o (e g(a)).

Ainsi, on a bien F/ — F' = —g, et I est bien solution de I’équation différentielle proposée.

La solution générale de cette équation s’obtient alors en lui ajoutant la solution générale de I’équation
homogene associée.

5. a) T, est bien définie puisque g est continue et bornée donc |g(z +t)e™*| < Me™" qui est intégrable sur
R, .
Le changement de variable affine v =t + = (licite) permet alors d’écrire :

+o00 +oo +o0
Ty(z) = /0 e tg(z+t)dt = / e " g(u)du = e” / e “g(u) du.

T, est donc la fonction que j’ai appelée F' dans la question précédente; les calculs ont déja été faits :
T, est de classe ¢! sur R et (T,) =T, —g.

b) D’apres ce qui précede, T, = Ag entraine A\g’ = (A —1)g.
Si A =0 on obtient g =0, ce qui est exclu par I’énoncé.
Si A # 0, on obtient g(z) = ke >® avec k € R*. Comme g doit étre bornée sur R, la seule possibilité
est A =1 et g = k constante. Réciproquement si g = k constante on obtient bien Ty(x) = k donc
Ty=g.
Si g est constante non nulle, A = 1 convient. Sinon il n’existe pas de A tel que T, = Ag.
En d’autres termes, la seule valeur propre possible de l'endomorphisme g — Ty (voir question d)
ci-apres) est 1, et le sous-espace propre associé est le sous-espace vectoriel formé des applications
constantes.

c) Puisque g est bornée on a pour tout = € R : [g(x)] < Noo(g). On en déduit :

+oo
IT,(2)] < / e~ Nool(g) dt = Nuc(g).

On a donc N (Ty) < Noo(g)-
d) Notons déja que le fait que I'ensemble des applications bornées de R dans R est bien un R-espace
vectoriel et que N est bien une norme sur F sont directement des résultats du cours.

D’apres la question précédente, I'application T définie sur E est bien & valeurs dans FE.
Si g et h appartiennent & F et si A € R, on a; par linéarité de 'intégrale :

Ve eR, T(\g+ h)(z) = /0+<><> e '(\g+ h)(z +t)dt = A\T(g)(z) + T(h)(z),

donc T(Ag+ h) = XT'(g) + T'(h), et T est bien un endomorphisme de E.
Enfin, Pexistence d’une constante & telle que Noo(Ty) < k.Noo(g) (ici k = 1) prouve que T est continu
pour la norme N, (caractérisation des applications linéaires continues, théoréme du cours).
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e) Supposons que g tend vers 0 en 400, et soit € > 0. Par définition de la limite :

JA € R tel que [g(z)| < e pour z > A.

—+oo
On en déduit pour =z > A : |T,(z)] < / ee 'dt = ¢, puisque |g(z +t)| <& pour t > 0.
0

Toujours par définition de la limite, cela prouve que Ty tend vers 0 en +o0.

t t

6. a) L’application t — (=D est continue sur [A; +oo[, et elle y est intégrable puisque [e(~D!| = e~ est
intégrable sur R .

Le calcul ne pose pas de probleme :

oo (i—1)t7 1o (i-1)A
/ el=Dt g = [e- ] =2 -
A A

puisque |e(=1* = e~* tend vers 0 en +o0.
b) L’application g — T, est linéaire, cela a été montré a la question I1.5).d).
Pour g(t) = €' on calcule :
400 ) iz
Ty(x) = e’”/ e Yedu = -
" 1—-1
1 1 i

= §(cos(x) +isin(x))(1 +1i) = Q(cos(x) —sin(x)) + i(cos(x) + sin(z)).

(question précédente)

Par linéarité de T on en déduit :

T(z) = Re (T, (x)) = %(cos(m) “sin(2)) et Ty(x) = Tm(T,(x)) = %(cos(m) + sin(z)).

Onadonc T, = L(c—s) et Ty = (c+s).
L’application t +— T, est bien un endomorphisme de F et sa matrice dans la base (c,s) est

1 1 1
vor(1Y)

N n’est pas diagonalisable dans Ms(R) puisque son polynéme caractéristique égal a

IR
o 2 4

xn(z) =

n’a pas de racine réelle.

Partie 111

1. a) Pour = € |—r;r| on peut dériver terme a terme (cours sur les séries entiéres) et obtenir :

“+o0 —+o0
0 (z) = E napz" "t et 0'(x) = E n(n —1)a,z" 2.
n=1 n=2
En reportant dans 1’équation différentielle on obtient :
+oo —+oo +oo +oo
g n(n —Dapz™ ' + E napz" "t — E anpx’ — E apz" Tt =1
n=7 n=1 n=0 n=0
n=1
ou encore
—+o0 —+oo —+o0
g n2a,z" "t — g anx" — g apz"tt =1
n=1 n=0 n=0
soit :

—+o0 —+o0 —+o0
ar — ag + E napz" ! — g apz" — g apz" Tt =1
n=2 n=1 n=0

En posant n = n’ + 2 dans la premic¢re somme et n = n’ + 1 dans la deuxiéme, on obtient :

“+o0 “+o00 “+o0
2 1 1 1
a1 — ag + E (n +2)%an 402" — g apyrz" T — g apz"tt =1
n=0 n=0 n=0
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puis en regroupant :
“+o0

ar —aop+ Z((n + 2)2an+2 —On+1 — an)anrl =1
n=0

Par unicité des coefficients d'un développement en série entiere, on en déduit :

a; —ag =1 et VneN, (n+2)%an12 — any1 —a, = 0.

b) e Soit K = max(|agl,|ai|). Montrons par récurrence double sur n que pour tout n on a nlla,| < K

— C’est évidemment vérifié pour n =0 et n = 1.

— Supposons la propriété vraie pour n et n + 1. On en déduit alors :

n+1 n+1)!
(n+2)|ant2| = %MH +an| < %ﬂanm +lanl) < o5 (K + (n+1)K) = K
ce qui démontre l'inégalité au rang n + 2.
K
On a donc bien montré que pour tout n = 0 : |an| < —.
n!

e Considérons alors une série entiere associée a une suite (a,) vérifiant a3 — a9 =1 et pour n >0 :
2 _
(n+2)%ant+2 — any1 —ap =0.

Puisque pour tout n > 0 on a |a,| < son rayon de convergence est supérieur a celui de la

R

n!
/. o\ n 7 pa [N . .

série entiere ) 75, donc est égal +o00. La somme de cette série entiere est donc une application de

classe € sur R, et en < remontant > les calculs, on montre que cette application vérifie I’équation

différentielle précédente.

2. a) De z(z) = e "y(z) on déduit 2'(z) = —e Ty(x)+e "y (x) et 2" (x) = e Ty(z)—2e "y (z)+e "y (x).
On en déduit

z2"(z) + (22 +1)2'(2) = e " (zy(2) — 229/ (z) + 2y"(2)) + (22 + 1)(—y(z) + ¢/ ()
=e "(zy"(z) +y'(x) — (x + Dy(z)).

Par suite y est dans S si et seulement si xz”(z) + (22 + 1)2'(x) = e~ *.

2r+ 1 2x+1

b) Pour x > 0, l'équation s’écrit Z'(x) = — Z(x) = 0. Une primitive sur R} de ——— est
x

2r+1Inx.

T

. . A . ,
Donc directement d’apres le cours : Z(x) = A\e™2¢71"% = Ze¢=2% o1 \ est une constante réelle.
T

A
¢) On applique la méthode de variation de la constante, en cherchant Z(z) sous la forme Z(z) = ﬂe’%
x

oll A est une application de classe €' sur RY .

N (x e
L’équation proposée équivaut alors a L)e_% = — don N(z) = €” puis A(z) = e” + u avec pu
x x
constante réelle.

e’ + Me—2w

1 —x —2x
. = E(e +pe=%).

Les solutions de 1’équation proposées sont donc les applications Z(z) =

d) 1l suffit d’intégrer Z pour obtenir

T eft T 67275
1 1

+oo — T ot o0 et
R(x):/ —dt:f/ —dt+/ —dt
. t 1t 1 t
t +oo ,—2u T -2t +oo -2t
Tl g € du=-| “—ar+ 4,
t " u .t 1 t
(2

) + v ol p et v sont des réels quelconques.

En introduisant

et

on obtient z(x) = :1:)

e) La solution générale y € S s’en déduit :

y(x) = ez(x) = —e"R(x) — pe” R(2x) + ve® avec (u,v) € R?,
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3. a) Remarque : la relation R(z) = —In(z) — v + o(1) fournie par ’énoncé provient de la relation
S(z) = R(z) + Inz + v wvue d la question 1.3)c) et du fait que limOS(:v) =5(0) =0.
xT—r

En reportant R(x) = —In(z) —y+ 0o(1) et de méme pour R(2z) dans le résultat précédent on obtient :
y(x) = e*(Inz + v+ p(In(2z) +7) + v+ o(1))
=e"(Inz(l4+p)+v+p(n2+4+~)+v+ o(1))
Cette expression n’a une limite finie en 0 que pour u = —1 puisque Inz tend vers —oo.
On a alors, compte tenu de R(z) = S(z) —In(z) — v :
Vo >0, y(r) =e*(R(2x) — R(z) +v) =e*(S(2z) — S(x) + C),
en ayant posé C' = —In2 +v.
b) En posant comme au IIL.2)a) : z(z) = ¢ *y(x) = S(2z) — S(z) + C, on calcule pour = # 0 :

1 —e —2x 1—e® e T — 6721’

2'(x) =28 (2z) — S'(z) = - —

2x T T
e T — e—29c e + 26—2:8
M) = — + .
(x) = .
D’ou :
e % — 672w e T 6721
2" (x)+ 2x + 1) (2) = ————— F —e T+ 2T 420 T —e BT f ———— = 7.
x x

Cela reste pour = 0, donc z vérifie 'équation (x) pour tout = € R et par suite y(z) = e*(S(2z)—S(z)+C)
vérifie 'équation zy” + 3y — (x + 1)y = 1.

Comme S est développable en série entiere avec un rayon de convergence infini, on déduit du cours

sur le produit de Cauchy de deux séries entieres que y est développable en série entiere avec un rayon

de convergence infini.

Au IIL.1), on a trouvé que l'équation zy” +y" — (z + 1)y = 1 posséde une unique solution possédant

un développement en série entiere si on impose la condition initiale y(0) = ag. On peut donc écrire
0(z) = e"(S(2z) — S(z) + ap) pour tout = € R.

c) Calculons une expression de ay, .
Des relations :

+oo +oo  \n—1l/on _ n too n
:Zanx" . SQ2x)—S(z) = (F)" (2" =~ Dz ; e””zz%7

n=1 n=0
et
0(x) = e*(S(2z) — S(z) + ao)
on déduit, par application de la formule du cours sur le produit de Cauchy :
(DR 1) 1 ao
v = 17 n — —
n=l a ; REY =kl
d’ou i
. () (2F -1
nla, = Z(—l)]C ! (k) (7k) + ao.
k=1
-1 k—1 2k 1 2
Cette expression peut se simplifier, en écrivant ()—k() = / (—t)k_l dt :
1
”'%-%—Z/ (1) ar- /2—1 i(“)(—t)k—1 a
L 0\ &\

(1—t)"— 21—t —1
:/ fdt:/l aop-1 ¢

-3 e na i[“t}:i -

k=1

On obtient finalement :

k=1
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