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DM N°9 (pour le 17/02/2023)'

|EXERCICE 1|

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs entiéres positives ou nulles vérifiant, pour tout couple
d’entiers naturels (i,j) :

Me Aad (1 — w)i=)
P(X=iY=j)={ 70—
0 si0<i<j

si0<j<i

ol & et A sont des constantes fixées vérifiant 0 < a <1 et A > 0.
1. Quelle est la loi de X ?

2. Quelle estlaloi de Y ?

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

4. On pose Z = X — Y. Déterminer la loi de Z.

5. Soit n un entier naturel. Calculer la probabilité conditionnelle P(Y = j|Z = n).
6. Que peut-on en déduire pour les variables Y et Z?

7. On suppose que le nombre d’enfants d’une famille francaise est une variable aléatoire de loi de Poisson
de parameétre A = 2,1. On admet que la probabilité d’avoir un garcon est &« = 0,51, et que les
naissances sont indépendantes.

Trouver la probabilité que cette famille ait i enfants dont j garcons.

|[EXERCICE 2|

Séries de Pile ou Face
Soit n € IN*. On effectue n lancers indépendants d’une piece donnant pile avec la probabilité p € ]0;1] et
face avec la probabilité g =1 —p.
On s’intéresse dans ce probleme aux successions de lancers amenant un méme coté.

Pour décrire la succession de n lancers, on introduit la notion de série de lancers amenant un méme coté et
on parle de longueur d’une série. Ainsi, la premiére série est de longueur m € [1;n — 1] si les m premiers
lancers ont amené le méme coté de la piece et le (m + 1)-iéme l'autre coté, et de longueur # siles n lancers
ont amené le méme coté de la piéce.

Si la longueur de la premiére série est égale a m < n, la deuxiéme série commence au (m + 1)-ieme lancer
et se termine au lancer précédant un changement de c6té s’il y a au moins un deuxiéme changement de c6té
au cours des n lancers, sinon on dit qu’elle est de longueur n — m.

On peut définir de méme les séries suivantes.

), désigne I'ensemble des successions de pile ou face au bout de #n lancers.
Pour i € IN*, on note P; 1’événement :

< le i-ieme lancer amene pile >
et F; I'évenement contraire.

Les deux parties A et B sont indépendantes.

A. Etude des longueurs des séries

On considére dans cette partie que m € IN* et k € IN*.

A.1) On note L; la longueur de la premiere série.

a) Déterminer L;(Q);) (ensemble des valeurs prises par Lp).
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b) On suppose que m < n.

Exprimer 1'éveénement (L = m) a l'aide des événements P; et F; pour i entier naturel variant
entre 1 et m+1.
En déduire la probabilité de 'évenement (L, = m).

¢) On suppose maintenant que m = n.
Exprimer I'événement (L; = n) al'aide des éveénements P; et F; pour i entier naturel variant entre
1 etn.
En déduire la probabilité de 'évenement (L = n).

n
d) Vérifier que: )  P(Ly =m) =1.

m=1
A.2) On note L, la longueur de la deuxiéme série, si il y en a une, et on pose L, = 0 s’il n'y a pas de
deuxiéme série.
a) Déterminer L,(Q)y).
b) On suppose que m +k < n.
Exprimer l'éveénement (L; = m) N (L, = k) a l'aide des événements P; et F; pour i entier naturel
variant entre 1 et m +k+ 1.
En déduire la probabilité de 1'évenement (Ly = m) N (L, = k) .

¢) On suppose que m +k = n.
Exprimer 1'éveénement (L; = m) N (L, = k) a I'aide des évenements P; et F; pour i entier naturel
variant entre 1 et n.
En déduire la probabilité de 1'évenement (Ly = m) N (L, = k) .

d) En déduire la valeur de P(L; = k) pour k € [1;n —1].

e) Calculer la probabilité de 'évenement (L, = 0).

n—1
f) Vérifier que ) P(L, =k) =1.
k=0
B. Ftude du nombre de séries lors de 1 lancers

On considére dans cette partie que la piéce est équilibrée, c’est-a-dire que p = 1/2.
On suppose que l'on effectue n > 3 lancers indépendants et on note Ny le nombre de séries lors des k
premiers lancers (k < n).

Par exemple, si on prend n = 11 et si les lancers successifs donnent FFPPPPFFPPP ( F désignant face et
P pile), on a pour une telle succession w € Q1 : Nj(w) = Np(w) = 1, N3(w) = - -+ = Ng(w) = 2,
N7<Cd) = Ng((,d) =3 et Ng((,d) == N11<Cd) =4.

On admettra que pour tout k € [1;n], Nj est une variable aléatoire sur Q.

B.1) Déterminer les lois de Ny, N, et N3 et donner leurs espérances.
B.2) Déterminer N, ((),) puis calculer les valeurs de P(N, = 1) et P(N, = n).

B.3) Fonctions génératrices de N,

n
On pose, pour 1 € N* et pour s € [0;1], Gu(s) = ) P(N = k)s*.
k=1

a) Pour s € [0;1], comparer l'espérance de la variable aléatoire s™ avec Gy (s).
b) Que représente G;,(1)?
¢) Montrer que pour tout n > 2 et tout k € [1;n],ona:

P((Ny = k) A Py) = %p((z\r,l,1 — KNP, )+ %P((N,l,1 —k—1)NFE,).

On admet qu’on obtient de méme :

P((Nw=K) N Fa) = 3P((Nuct = 0) 1 Fyt) + 2 P(Nyg = k= 1) NPy s).

Montrer alors que : P(N, = k) = %P(Nn,l =k)+ %P(Nn,l =k—1).
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d) Soit n > 2. Montrer que Gy(s) = 12jGn_1(s).
. 1+s\" !
Calculer G(s) et en déduire G,(s) = 7 S.

e) Déterminer le nombre moyen de séries dans les n lancers.

|EXERCICE 3|

Retour a l’origine d’une marche aléatoire sur Z

Dans cet exercice, nous allons étudier le déplacement aléatoire d’un pion se déplacant dans 'ensemble des
entiers relatifs. A 1'étape n = 0, on suppose que le pion se trouve en 0. Ensuite, si le pion se trouve a 1'étape
n sur U'entier x € Z, alors a 'étape n + 1, le pion a une chance sur 2 de se trouver en x + 1 et une chance
sur deux de se trouver en x — 1, ceci indépendamment des mouvements précédents.

Pour modéliser cette situation, on se place dans un espace probabilisé (), .4, P) et on considére une suite
(Xk)ken+ de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes dont la loi est donnée par :

Vk € N7, P(szl)IP(XkI—l):%'

On considere également la suite de variables aléatoires réelles (S;),cn définie par Sy =0 et :
n
VTIEN*, Sn:ZXk-
k=1

L’objectif de cet exercice est de déterminer la loi de la variable aléatoire T définie de la fagon suivante :
1. sipour tout n € N*, ona S, #0, on pose T = +o0;
2. sinon, on pose T = min{n € N* | S, = 0}.
L'événement (T = +o0) se réalise donc si et seulement si 'ensemble {n € N* | S, = 0} est vide.
Finalement, on définit les suites (pu)nen et (gn)neN par:

0 sin=20,

YneN, pp=P(Sy=0) et gy=
! Pn="P(Su=0) et g {P(T:n) sin > 0.

Partie I - Calcul de p,
On fixe un entier n € IN.

Q1. Que représente la variable aléatoire S ?
Q2. Calculer pg, p1 et po.
Q3. Justifier que, si n est impair, alors ona p, = 0.

Xp+1

On considere pour tout k € IN* la variable aléatoire Y, définie par Y; = . On admet que (Yj)ren+

est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes.

1
Q4. Soit k € IN*. Montrer que Y} suit une loi de Bernoulli de paramétre >

Q5. Pour n >0, donner laloide Z;, =Y; + - - - + Y, et exprimer S, en fonction de Z,,.

Q6. On suppose que n = 2m avec m € IN. Déduire de la question précédente que :

(1
Pam =\ ) g

Partie II - Fonction génératrice de la suite (py),eN
On note R, le rayon de convergence de la série entiere ). p,x" et f la somme de cette série entiere sur son
n=0

intervalle de convergence.

Q7. Montrer que R, > 1.
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Montrer que pour tout m € IN*, on a:

Pam = (_n:!)m ﬁ (—% —k+1).

k=

Déterminer un nombre a € R tel que f(x) = (1 —x?)* pour tout x € |—1;1][.

Partie III - Loi de la variable aléatoire T

On note R, le rayon de convergence de la série entiére )} g,x" et ¢ la somme de cette série entiére sur son

n=0

intervalle de convergence.
Pour tout n € IN, on considere également la fonction g, : R — R définie par g,(x) = g,x" pour tout
x e

Q10.
Q11.

Q12.

Q13.

Q14.

Q15.
Q1s.
Q17.

Calculer g7 et g;.

Montrer que la série ) g, converge normalement sur [—1;1]. En déduire que R; > 1.
n>0

(#x%) Si k et n sont des entiers naturels non nuls tels que k < n, montrer que :
P((S4=0) N (T =K)) = P(T = K)P(S, 4 = 0).
En déduire que ! :

n
VneN*, pn= ) Pukik
k=1

En utilisant un produit de Cauchy et la relation ci-dessus, montrer que :
Vee]-11 flx)gx) = f(x) - 1.

En déduire que g(x) =1 — v/1—x? pour tout x € |—1;1[, puis calculer le développement en série
entiere de la fonction x — 1 — v/1 — x2 en précisant son rayon de convergence.

En déduire une expression de g, pour tout n € IN*.
En utilisant les questions Q11. et Q14., déterminer la valeur de P(T = +o0). Interpréter le résultat.

La variable aléatoire T admet-elle une espérance?

1. Ce résultat est admis dans 1’énoncé original.
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