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CORRIGE ENAC 2013 I

PARTIE I

1. Pour tout (s, t) € R?, on a (en utilisant la propriété A” =0 pour n >3):

A? A? 2 2 s+1)?
E(s)E(t)=(1+sA+32?)(I+tA+t25)=1+(s+t)A+(st+?+?)A2=I+(s+t)A+( > )AZ

donc E(s)E(¢)=E(s +¢).

On en déduit alors facilement par récurrence sur n : E(¢)" =E(nt) pour tout n € N.

‘ Q1 : Réponses B,C

. D’apres le calcul précédent on a , pour tout réel ¢ : E(¢)E(—t) = E(0) = I, ce qui prouve que E(¢) est
inversible et a pour inverse E(—t).
Les réponses A, B et C sont donc inexactes. La réponse D est farfelue !

‘ Q2 : Réponse E : aucune réponse exacte.

A2
3. A.B.C. Soit t €R et A €R. E(At)—AE(t) = (\? —k)tzz, on ne peut donc pas avoir E(At) = AE(¢) pour
tous A, t réels : 'application E n’est pas linéaire. Les réponses A et C sont donc fausses.

La réponse B est également inexacte car, méme si E est injective (voir ci-dessous), le fait que le noyau
soit réduit a {0} ne prouve rien pour une application non-linéaire (d’ailleurs la notion de noyau n’a
alors guere de sens).

D. - Démontrons que la famille {I,A,A?} est libre : si a,B,7 sont trois réels tels que al +BA+yA? = 0

alors, en multipliant cette égalité par A%, compte tenu de A> =A% =0, on obtient 0dA2 =0 d’ol1 ¢ =0
puisque A? # 0 par I'énoncé.
On obtient ensuite de la méme facon =7 =0, ce qui démontre le résultat annoncé.
— On peut donc « identifier les coefficients » :
2 2

A A
E(S):E(t):”+8A+82?=I+tA+t2?=>s=t

c’est-a-dire que E est injective.

‘ Q3 :Réponse D

. X , , .
. Soit u=(x,y)eR? et X= (y) le vecteur colonne formé de ses coordonnées dans la base canonique. On

2x—6y =0
ueF<=(f-21d(u)=u<=A-21)X=0<= x_gy_0<:>x—3y:0
et
3x—6y =0
ueG=(f-ld(u)=u<—=A-1X=0 x_zy_0<=>x—2y=0

La réponse C est donc exacte (méme si, pour une droite vectorielle, on parle de vecteur de base et non de
vecteur directeur!).

La réponse D est également correcte puisque deux droites vectorielles distinctes d'un plan sont supplé-
mentaires.

‘ Q4 : Réponses C,D
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5. A.B. Puisque u = (3,1) et v = (2,1), la matrice de passage de la base canonique a la base (u,v) est

1
classique dans les QCM de 'ENAC!) , de la matrice P!,

3 2\ ., . PP ) 2 L . ., N
Q= ( 1) : il s’agit, compte tenu de la définition de 'énoncé (non habituelle, mais c’est un PIEGE

Le calcul del'inverse donne alors P = (_11 _32)
Enfin, puisque f(u) = 2u et f(v) = v, la matrice de 'endomorphisme f dans la base (u,v) est
D= ((2) (1)) Les formules de changement de base vues en cours s’écrivent D = Q'AQ soit D = PAP™!.
La réponse A est donc exacte.

21’1
0

ar_(3 2). (2" 0\ (1 —2)_(32"-2 —62"+6
“ 1)lo 1)'\-1 3)7(2n—1 —22743

ce qui est la réponse C.

C.D. Pourtout neN, D" = ( 1) puis A” =P~!D"P (toujours avec les notations de 1'énoncé).

On obtient :

‘ Q5 : Réponses A,C

6. A.B. Un petit rappel de cours : si g est une fonction de classe ¥"*! sur un intervalle I a valeurs dans R
(hypotheses simplifiées...) on a, pour tous a, b €1 :

S(b—a)k lb—al"" i lab)
)3 &) < e

(”“)H[ désigne sup{|g n+(t { t €[a, b]}. C'est I'inégalité de Taylor-Lagrange.

Appliquéeicial'ordre n a g entre 0 et ¢, on obtient

— i
g)=> —gM0)<— sup [g"(x)|
=0 n: xeo,r]
ou x€[t,0]

ce qui n'est pas tout a fait la réponse A ot il manque une valeur absolue (PIEGE ou erreur d’énoncé ? on
ne le saura jamais...)

tn
C. Il est vrai que, pour tout ¢ réel, hm — =0 (croissances comparées), d’oul'on déduit

+00 1!
n—1 _
t— — — LA— (k) y) = X
e nl—l>r-lr—loo E k' nl—1>+oo E i puisque g'*)(x)=e* pour tout k.

Mais la formule de la réponse C est fausse (k—1 aulieude k+1).

D. Laencore, ilmanque iciles valeurs absolues. Puisque 'on peut écrire, danstouslescas, sup e*=ell,
x€[0,1]
ou x€[t,0]
I'inégalité exacte est :

|t|n+1

tk
<

g(1)= e K| (m+1)

ol

ce qui est assez loin de la formule de I'énoncé (d’ailleurs complétement fantaisiste : que vient faire ce
k, qui est un indice, dans le second membre ? rien que cela permettait de répondre d’emblée que la
réponse est fausse!).

Bref':

Q6 : Réponse E : aucune réponse exacte.
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7. Pourtout t€eRetneNona

avec
n n n n
3 (21)k tk (21)k tk
a,(t)=3 = _ZZF byl )——GZ - +GZF
k=0 k=0 k=0 k=0
n n n n
(20 tk B (21)k tk
¢, ()= o et ) —ZZ x 32?!'
k=0 k=0 k=0 =0
no ok
On a obtenu, a la question précédente, g(t)=e’ = liIP T donc:
n—+00
k=0 *

a(t)= lim a,(t)=3g(2t)—2g(¢t), b(t)= lim b,(t)=—6g(2¢)+6g(t), c(t)= lim c,(t)=g(2t)—g(t)

n—+00 n—+00 n—+00
et d(t)= nlirP d,(t)=—2g(2t)+3g(1).
Il s’agit de la réponse A.

3g(2t)—2g(r) —6g(21)+ Gg(t)) =g(21) (3

—6 -2 6 . 4
Onaalors: E(t):( e(2t)—g(t) —28(2t)+3g(t) 1 _2)+g(t)(_1 3),ce qui est la réponse

D.

‘ Q7 : Réponses A,D

8. Quelques calculs donnent: Q>?=Q, RZ=R, QR=RQ=0et Q+R=1.

q et r sont donc des projecteurs associés. La relation gor =0 implique que I'image de r estincluse dans
le noyau de g (il y a en fait égalité). Enfin, Kerg =Imr estla droite d’équation x —2y =0, c’est-a-dire G,
Kerr =Img estladroite d’équation x—3y =0, c’est-a-dire F. g estdoncla projection sur F parallelement
a G, r estla projection sur G parallelement a F.

Finalement :

‘ Q8 : Réponses B,C

PARTIE 11

9. Pour t >0 ona f,(t)=t*=e?n’,
fo(t)=1 donc f; se prolonge par continuité en 0 en posant encore f,(0)=1.
Puisque lir(r)l alnt = —oo si a > 0, on aura alors lirgl fu(t) = 0, donc f, est encore prolongeable par
t—0% t—0"
continuité en 0 en posant ﬂ(O) =0.

Conclusion :

‘ Q9:Réponse D

10. Les théoremes usuels assurent que f, estde classe ¢’ sur RY, et cela pour tout réel a > 0.

Pour a >0, sa dérivée est bien siir : fa’ (r)=at*!, donclaréponse C est exacte (inutile de se limitera a > 1
pour cette question!).

‘ Q10 : Réponse C
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11. On a déja dit que f, est de classe €’ sur R*, donc de classe ¢, pour tout réel a.
Pour a >0, lirgl ()= lir(r)l at®! existe etest finie si et seulement si a > 1. Le théoréme de prolongement
t—0" t—0%

des fonctions de classe %! (appelé aussi th. de prolongement de la dérivée) assure que f, sera alors de
classe ¢! sur R,.

La seule réponse exacte est donc la réponse D (en effet, pour la réponse C on a lir51+ f,(t)=0 seulement si
r—

a est strictement supérieur a 1).

Q11 :RéponseD

12. Sil’on applique le résultat de la question 9, on obtient que h, ; est prolongeable par continuité en 0 eten
1 pour tous réels a et b positifs ou nuls. Les réponses A et B sont donc fausses.

On obtient également, a I'aide de la question 11, que la fonction h, ;, ainsi prolongée sera de classe ¢! sur
[0,1] pour a, b = 1. Cela ressemble furieusement a la réponse D, MAIS il y a un PIEGE !! En effet, la fonction
h,, del’énoncé n'est définie que sur ]0,1[ et ne peut donc avoir des propriétés valables sur l'intervalle
fermé [0,1]!! Donc :

‘ Q12 : Réponse E : aucune réponse exacte.

13. Laréponse B est exacte d’apres ce qui précede. Le changement de variable ¢ — 1—¢ dansl'intégrale donne
facilement I(a, b)=1(b,a).

Q13 :Réponses B,D

14. Puisque a et b sont positifs ou nuls, les fonctions r — t**! et t — (1—¢)"*! sontde classe €' sur [0,1] et
I'on peut faire I'intégration par parties;

1

: a+1 b a+1_(1_t)b+1
I(a+1,b)= t"t(1=t)’ dr=|t b1
~ ——
O =) =v/(¢)

a+1
b+1

1
a+1
+ t(1—r)btdr
o b+1]J,

=0+

I(a,b+1)

donc:

‘ Q14 :Réponse A

1
1
15. A.B. Pourtout a =0, I(a,0)= | t?dt=—— :réponse B.
0 a+1

C.D. Enitérant la formule trouvée a la question précédente on a

n n n—1 n n—1
I(a,n)= . l(la+2,n—2)=---= .
a+1 a+l a+2 a+1l a+2 a+n

_n n—l1 1 1 _ n!
a+1 a+2 a+n a+n+1 (a+1)a+2)---(a+n+1)

Ila+1,n—1)= I(a +n,0)

donc aucune des réponses C et D n’est juste.

‘ Q15 : Réponse B

16. Pour p et g entiers, I'égalité précédente donne :

D= T~ (pra+D pra+t1)

donc:
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‘ Q16 : Réponse A

17. Le changement de variable ¢ =sin*8, dz =2sin0 cos0d® donne

= 1
2 1 1
](p,q)zf (sin26)p(cosze)qsin6cosedG=Ef t’”(l—t)"dt:EI(p,q)
0 0
plq!

d’outl'on tire: J(p,q)= 2p+q+1)°

‘ Q17 : Réponse C

a x—a
18. Pas de difficulté ici, on écrit 1 —— = ——>0 et x #0 d’ol1
X X

‘ Q18 : Réponse C

19. A.B. Le théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction In sur 'intervalle [x —a, x] implique

x—(x—a)

qu’il existe y €]x —a, x[ telque Inx —In(x —a) = T . On obtient donc la réponse B.

a a
C.D. Puisque y €[x —a, x] 'inégalité précédente implique donc: — <Inx—In(x—a) < .

X
Inx —In(x —a)=—g,(x)/x, on obtient les inégalités de la réponse D.

‘ Q19: Réponses B,D

, et puisque
o puisq

20. g, estévidemment dérivable sur ]Ja,+o0[ et, pour tout x > a ona gu(x)=x(In(x —a)—Inx) d'ou

1

g (x)=(n(x —a)—Inx)+ x (
X—a x Xx—a
d’ot1 g/ (x)>0 d’apres I'inégalité obtenue a la question précédente.

En conclusion :

‘ Q20 : Réponse C

X—+00

21. Quand x — +o00, ln(l—%) ~ —% donc lim g,(x)=—a.

lim g,(x)= lim xln(l—g):—oo.
* X

x—at xX—a
—0t

Le tableau de variations de g, est simple :

8a —00 / ¢

Conclusion :

‘ Q21 : Réponses A,D

__) =(In(x—a)—Inx)+ . %ga(x)"'
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a
Pour tout entier n > o, 1 —— est strictement positif donc on peut écrire :
n

Yn = exp(nln(l—%)) = exp(ga(n))-

La réponse A est donc inexacte, et la réponse B est correcte (justification claire donnée par I'énoncé!).

Enfin, puisque lirP g.(n)=—a, on aura bien lirP ¥, =€ % par continuité de la fonction exp.
n—+00 n—+00

Q22 : Réponses B,D

A. Pourtout x >0, lafonction quia u > 0 associe u* =e*™* se prolonge par continuité en 0 comme cela
a été vu dans la question 9. La réponse A est donc correcte

u
B.C.D. Le changement de variable ¢ = - donne:

1

n n 1
Fn(x):f (1—%) uxdu:f (l—t)”(nt)x(ndt):nx“f 1—0)"t*dt =n*"(x,n).
0 0 0

‘ Q23 : Réponses A,C

n
Pour u € ]0,n[ on a ln[(l—%) ] = nln(l—%) = g.(n) et puisque g, est croissante sur l'intervalle

lu,+oo[ on a g,(n) < g,(n+1) ce qui donne I'inégalité de la réponse B.

u\" u n+1
Par croissance de la fonction exponentielle, on en déduit (1 — —) < (1 e 1) puis en multipliant
n n

n

n
u\" u n+l
cette inégalité par u* > 0 etenintégrantde 0 a n, on obtient f (1 — —) u*du< f (1 T 1) u*d
n n
0 0

<

ce qui n’'est ni la réponse C ni la réponse D.

‘ Q24 : Réponse B

On a, pour tout x 20 :

n+1 u O\l n u\"
F,1(x)—F (x)=f (1— ) uxdu—f (1——) u*du
" " 0 n+1 0 n
n+l1

n n+l n n n+l
= (1— “ ) udu— (I—E) u du+ (1— “ ) u*du
0 n+1 0 n " n+1

>0 d’apres le calcul fait a la question précédente >0 car intégrale d’'une fonction positive

et ainsi la suite (F,,(x)),en+ €st croissante.

‘ Q25 : Réponse B

D’apres I'étude des variations faite a la question 21, on a pour u €10, n[, g,(n) <—u. C’estla réponse A.

u u\"
Donc: n ln(l - ;) < —u puis par croissance de la fonction exponentielle : (1 - ;) <e “.Onendéduit:
n u n n
F,(x)= (1——) u'du< e “u*du
0 n 0

‘ Q26 : Réponses A,D

ce qui est la réponse D.
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27. A.B. On sait que lirp u**?e"" =0 donc par définition de la limite il existe un réel U tel que pour u > U
U—+00

on ait u**2e %<1, soit e ¥ < C’estla réponse B.

ux+2 :
n

C.D. Onavu ala question précédente que F,,(x) < f e “u” du.Deux cas se présentent :
0

— si n < U alors facilement :

n u u 1
F,(x)< e “u*du< e “u*du< e “u*du+—=
0 0 0 U

ce qui donne la réponse C avec W=U.

- si n>U alors, en utilisant les résultats de la réponse B :

n u n
Fn(x)Sf e_”uxdu:f e_”uxdu+f e “u*du
0 0 U

10) n 1 10) n du
< e “u*du+ u*du= e “urdu+ —
ux+2 u2

0 U 0 u

N 1 1 (Y 1
< e *u*du+—-——< e “u*du+—
0 U n 0 U

ce qui est encore la réponse C avec W=U.

La réponse C est donc correcte dans les deux cas.
Conclusion :

‘ Q27 : Réponses B,C

U

1
28. Puisque le réel f e “udu+ T ne dépend pas de n, on en déduit que la suite (F,(x)),cn+ €St majorée.
0
Etant croissante (question 25), elle converge.

‘ Q28 : Réponse A

Les éléves de Spé peuvent arriver bien plus vite & ce résultat en utilisant le théoréme de convergence
dominée. Ce méme théoréme permet d'ailleurs de démontrer que la limite de la suite (F,,(x)),en+ est égale

+00
R —u. x . 3 ) )
al(x+ l)=f e “u*du, ce qui donne presque sans calculs les résultats de la question suivante...
0

29. A. Onvient de voir que la suite (F,(x)),en+ €st convergente, donc cette réponse est fausse.

B.C. Pour x >0 et n €N* on a, d’apres la question 23 : F,,(x +1)=n**?I(x + 1, n) et F,,(x) = n**1(x, n).

n! n!
Mais d’apresle calcul faitala question 15: I(x+1,n) = etl(x,n)=
P q ( )= ey ranry T T e
donc I(x+1,n)= ——_1(x,n) d'oit: F, (x) = n— " _F, (x)  est la 16 B
oncl(x+1,n)=—I(x,n) dou: x)=n————F,(x), ce qui est la réponse B.
X+n+2 " x+n+2" d P

Par passage a la limite dans cette égalité quand n — +00, on en déduit F(x + 1) = (x + 1)F(x), donc la
réponse C est inexacte.
n!

1
D. D’apres la question 23 : F,(0) = nl(0,n) et d’apres la question 16 1(0,n) = CESI] = P donc

n
F,(0)= PR Par passage a la limite quand n — +00, on en déduit F(0)=1.

La relation précédente F(x + 1) =(x + 1)F(x) permet alors d’en déduire facilement par récurrence que
F(k) = k! pour tout entier k.

Conclusion :
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‘ Q29 : Réponses B,D

| PARTIE III

30. 1l s’agit ici d'une équation différentielle linéaire du premier ordre, homogeéne. D’apres le théoreme de
Cauchy-Lipschitz, puisque le coefficient de y’ ne s’annule pas sur I, 'ensemble des solutions est un R-
espace vectoriel de dimension 1.

2 —
Cette droite vectorielle est engendrée par la fonction f: x — exp (f ﬁ dx).

op, 27X _W0-x)_ 1 1
"1-x2 (1—-x2 (1—-x? 1—x ©

2— 1 1
f(l—;)z dx = l_x—ln|1—x|=m—ln(l—x) (carici x <1)

1 .
e+ . Conclusion :

Q30 : Réponses B,C

31. Un calcul passionnant :
1
ﬁ:1+x+x2+x3+o(x3) donc
L X+x2+x3+0(x3) 2 3 1 2 32, 1 2 343 3
e =e-e =e(l+(x+x"+x )+§(x+x +x7) +g(x+x +x°)" +o(x”)
1 1 3 13
:e(1+x+x2+x3+§(x2+2x3)+gx3+o(x3)):e(1+x+§x2+gx3+o(x3))

et enfin
2 3 3 3 9 13 3 3
fx)=e(l+x+x*+x°+o(x)) Itx+ox"+-ox +o(x”)
3, 3, 13 7 . 34
:e(1+x+x2+x3+x+x2+x3+§x2+§x3+Ex3+o(x3)):e(1+2x+5x2+gx3+o(x3)).

Les réponses A et B sont inexactes.

On recommence :
1 1
e =gl e o) - e(l —(x+x*+x°)+ S+ x*+x% — gt x*+ %P+ o(xg))
-1 2 3 1 5_1 3 3 1, 13 3
=e |[l-x—x"—x"+-(x"+2x7)—=x"+o0o(x”) |=e|[1—x—-x"—=x"+0(x”)
2 6 2 6
puis

1 1
g(x)=e_l(1+x+x2+x3+0(x3))(1—x—5x2—6x3+0(x3))

1 1 1 1 4
=e_1(1+x+x2+x3—x—x2—x3——x2——x3——x3+0(x3))=e_1(1——x2——x3+0(x3)).
2 2 6 2 6

Les réponses C et D sont inexactes.

Rem : calculs vérifiés avec MAPLE®.

Q31 : Réponse E : aucune réponse exacte.
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32. Notons déja que f estde classe ™ sur I, les calculs qui suivent sont donc légitimes.

Démontrons I'existence du polyndme de I'énoncé, par récurrence sur 7.

— Alordre n =0 on a bien f(x):Po( )eﬁ ,avec Py =X.

1—x
1
1—x

— Supposons acquise I'existence du polynome P, tel que f(x)=P, ( ) e . Alors en dérivant cette

relation :

f(nﬂ)(x)z((1_1x)2P’/l(1—1x)+(l—lx)zpn(l—lx))eﬁ - (1—1x)2 (Pn(l—lx)JrP’/l(ﬁ))eﬁ

1
doncenposant P, ;(X)= XZ(Pn(X)+P,’l(X)), qui est un polynéme, on aurabien f**9(x)=P,,, ( - ) er .

On vient ainsi de montrer que la réponse D est exacte. Ensuite il suffit de se servir de cette relation de
récurrence pour calculer :

Po=X, P =X3+X?, P, =X’ +4X*+2X3, P, =X" +9X® +18X° + 6X*

donc la réponse A est exacte.

Q32: Réponses A,D

33. Lénoncé indique gentiment la méthode a suivre. On dérive n fois la relation (1— x)f’(x)=(2— x)f’(x),
en utilisant la formule de Leibniz. On obtient :

(1= F )= 2n ) f ) + 22 000 = () = )
d’ou
(1= x P f " x) = @+ 1)1 = 2)f " (x) = f7 () + n 70 (x) = 0.
On en déduit :

(1—x)2Pn+1(1_1x)—(2n+1)(1—x)Pn(1_1x)—Pn(l_1x)+nZPn_l(1_1x)=0

i tX= :

puis en posan T—x
1 2n+1

sz Pt () = ——Pu(X) =P, (X) + n°P, 1(X)=0

etenfin:
P, (X)=[(2n + 1)X+X?]P,(X)— n°X*P,_;(X).

‘ Q33 :Réponse B

34. a, = f"(0)=eP,(1), doncenfaisant X = 1 danslarelation précédente, on trouve a,,,, = (2n+2)a,—n’a,_, .
C’est la réponse A.

D’apres la formule de Taylor-Young (que I'on peut appliquer car f est ¥* au voisinage de 0) ona:
2 3 4 x2 x3 x4

Fx)=F0)+x f/(0)+ % F70)+ % F90)+ ;—4 FO0)+0(x")=a + ayx+ a5 +ay = +ay I +olx).

On connait ay, = f(0) = e, a; = eP;(1) = 2e, a, = eP,(1) = 7e et az = eP;3(1) = 34e, d’'ou 'on déduit
a, =8az—9a, =209e puis le DL de f qui est celui de la réponse C.

‘ Q34 : Réponses A,C
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35. Larelation S,(0) = u, estimmédiate.

Pok+1) EGk+1 & 1
S=2 (k! Z k! Zo(k' k') Z(’C— +Z ko

p
|
=0 k=1 ) k=0

<
L

21
+y o= Uyt U
k=0

o
g
x|~

La réponse B est donc exacte.

D’apres la question 6.C, plirP u, = e (obtenu par I'inégalité de Taylor-Lagrange), donc la réponse C est
—+00

exacte.
Q35 : Réponses B,C
36. A.B.
14 14
+lc+1 +k —1+k
S,(n+1)—(2n+2)S,(n )+ n? S,( (n n+1) Z 1 +n Z
k=0 =0
_Z’”:(n+k+1)x— 2(n+1)(n+k)\+n*(n+k—1)
= (k2
Or

(n+k+1)1=2n+1)n+k)+n*(n+k—1=(n+k—D[(n+k) n+k+1)—2(n+1)(n+k)+n?]
=(n+k—1[(n+kP?—2n(n+k)+k*—(n+k)]
=n+k—1)(k*—=(n+k)=—(n+k)+k*n+k—1)

(
(

donc finalement :

p p _
Sp(n+1)=(2n+2)S,(n)+ nZSp(n—1)=—Z n + ) +Z nrk—1) =—S,(n)+S,_1(n).

Il s’agit de la réponse A.

C.D. - La convergence de la suite de terme général S,(n) lorsque p tend vers +oo s'établit facilement

par récurrence sur n, puisque les suites (SP(O))peN et (Sp(l))peN convergent, et a 'aide de la relation
de récurrence précédente.

— Cette mémerelation de récurrence montre que, sil’on note ¢,, lalimite de la suite (S p(1))pen lorsque
p—+oo,onal,,,—2n+2)0,+n?l,_,=—L,+{, =0, donclasuite (£,) vérifie la méme relation de
récurrence que la suite (a,). Puisque ¢, =e=a, et {; = a; = 2e, ces deux suites sont égales.

On adonc
i(nﬂc)! N P n+k) 1

= lim n!
(KIE~ poe” Lt ikl (kY

ce qui est la réponse C.
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