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Dans tout le cours d’algébre linéaire, K désigne R ou C.
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Définition 1

Un K-espace vectoriel est un triplet (E, +, .), o E est un ensemble et :

@ + une loi de composition interne sur E, telle que (E, +) soit un groupe abélien, c’est-a-dire :
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Définition 1

Un K-espace vectoriel est un triplet (E, +, .), o E est un ensemble et :

@ + une loi de composition interne sur E, telle que (E, +) soit un groupe abélien, c’est-a-dire :

(i) la loi + est une application de E X E dans E : V(x,y) € E?, x + y € E (loi interne);
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Définition 1

Un K-espace vectoriel est un triplet (E, +, .), o E est un ensemble et :

@ + une loi de composition interne sur E, telle que (E, +) soit un groupe abélien, c’est-a-dire :
(i) la loi + est une application de E X E dans E : V(x,y) € E?, x + y € E (loi interne);
(ii) la loi + est associative : ¥ (x,y,2) € E3, (x +y) + z=x+ (y + 2);
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Définition 1

Un K-espace vectoriel est un triplet (E, +, .), o E est un ensemble et :

@ + une loi de composition interne sur E, telle que (E, +) soit un groupe abélien, c’est-a-dire :
(i) la loi + est une application de E X E dans E : V(x,y) € E?, x + y € E (loi interne);
(ii) la loi + est associative : ¥ (x,y,2) € E3, (x +y) + z=x+ (y + 2);
(iii) la loi + est commutative : V (x,y) € E2, x +y =y + x;
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Définition 1

Un K-espace vectoriel est un triplet (E, +, .), o E est un ensemble et :

@ + une loi de composition interne sur E, telle que (E, +) soit un groupe abélien, c’est-a-dire :
(i) la loi + est une application de E X E dans E : V(x,y) € E?, x + y € E (loi interne);
(ii) la loi + est associative : ¥ (x,y,2) € E3, (x +y) + z=x+ (y + 2);
(iii) la loi + est commutative : V (x,y) € E2, x +y =y + x;

(iv) la loi 4+ posséde un élément neutre, noté Og : Vx € E, x + 0 = x;
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Définition 1

Un K-espace vectoriel est un triplet (E, -+, .), ot E est un ensemble et :

@ + une loi de composition interne sur E, telle que (E, +) soit un groupe abélien, c’est-a-dire :
(i) la loi + est une application de E X E dans E : V(x,y) € E?, x + y € E (loi interne);
(ii) la loi + est associative : ¥ (x,y,2) € E3, (x +y) + z=x+ (y + 2);
(iii) la loi + est commutative : V (x,y) € E2, x +y =y + x;
(iv) la loi 4+ posséde un élément neutre, noté Og : Vx € E, x + 0 = x;

(v) tout élément x de E posséde un symétrique pour la loi +, noté —x : x + (—x) = O¢ .
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Définition 1

Un K-espace vectoriel est un triplet (E, -+, .), ot E est un ensemble et :

@ + une loi de composition interne sur E, telle que (E, +) soit un groupe abélien, c’est-a-dire :
(i) la loi + est une application de E X E dans E : V(x,y) € E?, x + y € E (loi interne);
(ii) la loi + est associative : ¥ (x,y,2) € E3, (x +y) + z=x+ (y + 2);
(iii) la loi + est commutative : V (x,y) € E2, x +y =y + x;
(iv) la loi 4+ posséde un élément neutre, noté Og : Vx € E, x + 0 = x;
(v) tout élément x de E posséde un symétrique pour la loi +, noté —x : x + (—x) = O¢ .

@ . une loi de composition externe de domaine d’opérateurs K, c’est-a-dire

une application K x E — E  vérifiant les propriétés suivantes :
(A, x) — Ax
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Définition 1

Un K-espace vectoriel est un triplet (E, -+, .), ot E est un ensemble et :

@ + une loi de composition interne sur E, telle que (E, +) soit un groupe abélien, c’est-a-dire :
(i) la loi + est une application de E X E dans E : V(x,y) € E?, x + y € E (loi interne);
(ii) la loi + est associative : ¥ (x,y,2) € E3, (x +y) + z=x+ (y + 2);
(iii) la loi + est commutative : V (x,y) € E2, x +y =y + x;
(iv) la loi 4+ posséde un élément neutre, noté Og : Vx € E, x + 0 = x;
(v) tout élément x de E posséde un symétrique pour la loi +, noté —x : x + (—x) = O¢ .

@ . une loi de composition externe de domaine d’opérateurs K, c’est-a-dire

une application K x E — E  vérifiant les propriétés suivantes :
(A, x) — Ax

V(A ) € K2 Y (x,y) € E2,
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Définition 1

Un K-espace vectoriel est un triplet (E, -+, .), ot E est un ensemble et :

@ + une loi de composition interne sur E, telle que (E, +) soit un groupe abélien, c’est-a-dire :
(i) la loi + est une application de E X E dans E : V(x,y) € E?, x + y € E (loi interne);
(ii) la loi + est associative : ¥ (x,y,2) € E3, (x +y) + z=x+ (y + 2);
(iii) la loi + est commutative : V (x,y) € E2, x +y =y + x;
(iv) la loi 4+ posséde un élément neutre, noté Og : Vx € E, x + 0 = x;
(v) tout élément x de E posséde un symétrique pour la loi +, noté —x : x + (—x) = O¢ .

@ . une loi de composition externe de domaine d’opérateurs K, c’est-a-dire

une application K x E — E  vérifiant les propriétés suivantes :
(A, x) — Ax

i) Ik.x = x;
V(A ) € K2 Y (x,y) € E2,
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Définition 1

Un K-espace vectoriel est un triplet (E, -+, .), ot E est un ensemble et :

@ + une loi de composition interne sur E, telle que (E, +) soit un groupe abélien, c’est-a-dire :
(i) la loi + est une application de E X E dans E : V(x,y) € E?, x + y € E (loi interne);
(ii) la loi + est associative : ¥ (x,y,2) € E3, (x +y) + z=x+ (y + 2);
(iii) la loi + est commutative : V (x,y) € E2, x +y =y + x;
(iv) la loi 4+ posséde un élément neutre, noté Og : Vx € E, x + 0 = x;
(v) tout élément x de E posséde un symétrique pour la loi +, noté —x : x + (—x) = O¢ .

@ . une loi de composition externe de domaine d’opérateurs K, c’est-a-dire

une application K x E — E  vérifiant les propriétés suivantes :
(A, x) — Ax

i) Ik.x = x;
V(A ) € K2 Y (x,y) € E2, (i) A (x+y) =Ax+ Ay;
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Définition 1

Un K-espace vectoriel est un triplet (E, -+, .), ot E est un ensemble et :

@ + une loi de composition interne sur E, telle que (E, +) soit un groupe abélien, c’est-a-dire :
(i) la loi + est une application de E X E dans E : V(x,y) € E?, x + y € E (loi interne);
(ii) la loi + est associative : ¥ (x,y,2) € E3, (x +y) + z=x+ (y + 2);
(iii) la loi + est commutative : V (x,y) € E2, x +y =y + x;
(iv) la loi 4+ posséde un élément neutre, noté Og : Vx € E, x + 0 = x;
(v) tout élément x de E posséde un symétrique pour la loi +, noté —x : x + (—x) = O¢ .

@ . une loi de composition externe de domaine d’opérateurs K, c’est-a-dire

une application K x E — E  vérifiant les propriétés suivantes :
(A, x) — Ax

i) Ik.x = x;
V(A ) € K2 Y (x,y) € E2, (i) A (x+y) =Ax+ Ay;
(i) (A + p).x = Ax + p.x;
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Définition 1

Un K-espace vectoriel est un triplet (E, -+, .), ot E est un ensemble et :

@ + une loi de composition interne sur E, telle que (E, +) soit un groupe abélien, c’est-a-dire :
(i) la loi + est une application de E X E dans E : V(x,y) € E?, x + y € E (loi interne);
(ii) la loi + est associative : ¥ (x,y,2) € E3, (x +y) + z=x+ (y + 2);
(iii) la loi + est commutative : V (x,y) € E2, x +y =y + x;
(iv) la loi 4+ posséde un élément neutre, noté Og : Vx € E, x + 0 = x;
(v) tout élément x de E posséde un symétrique pour la loi +, noté —x : x + (—x) = O¢ .

@ . une loi de composition externe de domaine d’opérateurs K, c’est-a-dire

une application K x E — E  vérifiant les propriétés suivantes :
(A, x) — Ax

i) Ik.x = x;

V(A ) € K2 Y (x,y) € E2, (i) A (x+y) =Ax+ Ay;
(i) (A + p).x = Ax + p.x;
(iv) A (p.x) = (Ap).x.
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Définition 1

Un K-espace vectoriel est un triplet (E, -+, .), ot E est un ensemble et :

@ + une loi de composition interne sur E, telle que (E, +) soit un groupe abélien, c’est-a-dire :
(i) la loi + est une application de E X E dans E : V(x,y) € E?, x + y € E (loi interne);
(ii) la loi + est associative : ¥ (x,y,2) € E3, (x +y) + z=x+ (y + 2);
(iii) la loi + est commutative : V (x,y) € E2, x +y =y + x;
(iv) la loi 4+ posséde un élément neutre, noté Og : Vx € E, x + 0 = x;
(v) tout élément x de E posséde un symétrique pour la loi +, noté —x : x + (—x) = O¢ .

@ . une loi de composition externe de domaine d’opérateurs K, c’est-a-dire

une application K x E — E  vérifiant les propriétés suivantes :
(A, x) — Ax

i) Ik.x = x;

V(A ) € K2 Y (x,y) € E2, (i) A (x+y) =Ax+ Ay;
(i) (A + p).x = Ax + p.x;
(iv) A (p.x) = (Ap).x.
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Définitions

Conséquences :

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors :
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Définitions

Conséquences :

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors :

@ VANEK, VXEE, Ax=0<= A=0goux=0.
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Définitions

Conséquences :

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors :

@ VANEK, VXEE, Ax=0<= A=0goux=0.

Démonstration

o Si A = Ok alors A\.x = O (faire u = 0 dans (iii)); si x = O alors A\.x = Og (faire y = 0 dans (ii)).
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Définitions

Conséquences :

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors :

@ VANEK, VXEE, Ax=0<= A=0goux=0.

Démonstration

o Si A = Ok alors A\.x = O (faire u = 0 dans (iii)); si x = O alors A\.x = Og (faire y = 0 dans (ii)).

o Si A\.x = 0 : soit A = O, sinon x = %,()\,x) d'apres (iv) et (i), d'ou x = 0 d’aprés ce qui a été fait
avant.
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Définitions

Conséquences :

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors :
@ VANEK, VXEE, Ax=0<= A=0goux=0.

@ V(\pu) EKLVx €E,(A— p).x=AX— ju.x.
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Définitions

Conséquences :

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors :
@ VANEK, VXEE, Ax=0<= A=0goux=0.

@ V(\pu) EKLVx €E,(A— p).x=AX— ju.x.

Démonstration

e On montre déja que, pour tout scalaire A : (—=\).x = —(A.x) :
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Définitions

Conséquences :

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors :
@ VANEK, VXEE, Ax=0<= A=0goux=0.

@ V(\pu) EKLVx €E,(A— p).x=AX— ju.x.

Démonstration

e On montre déja que, pour tout scalaire A : (—=\).x = —(A.x) :
en effet, d'apreés (iii), (A + (—X)).x = Og.x = 0 dott 0 = A.x + (—X\).x ce qui prouve que
(—=A).x est le symétrique de A.x pour la loi +, c'est-a-dire est égal a —\.x.
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Définitions

Conséquences :

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors :
@ VANEK, VXEE, Ax=0<= A=0goux=0.

@ V(\pu) EKLVx €E,(A— p).x=AX— ju.x.

Démonstration

e On montre déja que, pour tout scalaire A : (—=\).x = —(A.x) :
en effet, d'apreés (iii), (A + (—X)).x = Og.x = 0 dott 0 = A.x + (—X\).x ce qui prouve que
(—=A).x est le symétrique de A.x pour la loi +, c'est-a-dire est égal a —\.x.

o Dot: (A —p)x=(A+(—p))x=Ax~+ (—p).x =Ax+ (—p).x = Ax — p.x.
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Définitions

Conséquences :

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors :
@ VANEK, VXEE, Ax=0<= A=0goux=0.
@ V(A u) €KLV X E€E, (N — p).x = Ax — p.x.

@ VACK, YV (x,y) € E5 A(x —y) = Ax — Ay,
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Définitions

Conséquences :

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors :
@ VANEK, VXEE, Ax=0<= A=0goux=0.
@ V(A u) €KLV X E€E, (N — p).x = Ax — p.x.

@ VACK, YV (x,y) € E5 A(x —y) = Ax — Ay,

Démonstration

o On commence par montrer que A.(—x) = —A.x:
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Définitions

Conséquences :

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors :
@ VANEK, VXEE, Ax=0<= A=0goux=0.
@ V(A u) €KLV X E€E, (N — p).x = Ax — p.x.

@ VACK, YV (x,y) € E5 A(x —y) = Ax — Ay,

Démonstration
o On commence par montrer que A.(—x) = —A.x :
en effet, d’aprés le résultat précédent on a (—1).x = —x d'ou d’apreés (iv),

A(=x) = A((=1).%) = (=)A).x = (=A\).x = —Ax.
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Définitions

Conséquences :

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors :
@ VANEK, VXEE, Ax=0<= A=0goux=0.
@ V(A u) €KLV X E€E, (N — p).x = Ax — p.x.

@ VACK, YV (x,y) € E5 A(x —y) = Ax — Ay,

Démonstration
o On commence par montrer que A.(—x) = —A.x :
en effet, d’aprés le résultat précédent on a (—1).x = —x d'ou d’apreés (iv),
A(=x) = A((=1)x)) = ((=)A).x = (=A).x = =A.x.
e Dot A(x—y) =A(x+(=y) = Ax+ A(=y) = Ax—Ay.
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Définitions

Conséquences :

Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors :
@ VANEK, VXEE, Ax=0<= A=0goux=0.
@ V(A u) €KLV X E€E, (N — p).x = Ax — p.x.

@ VACK, YV (x,y) € E5 A(x —y) = Ax — Ay,
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Exemples de référence

@ K est un K-espace vectoriel.
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Exemples de référence

@ K est un K-espace vectoriel.

@ C est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles.
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Exemples de référence

@ K est un K-espace vectoriel.

@ C est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles.

@ Si D est un ensemble quelconque et E un K-espace vectoriel, 'ensemble LA(D, E) (noté aussi EP) des
applications de D dans E peut étre muni d’'une structure de K-espace vectoriel pour les lois :

{ (f,8)—f+g avec: VxeD, (f+g)x)=[(x)+rs(x)
N ) — Af avec:  (Af)(x) = Af(x)

Le vecteur nul de cet espace vectoriel est la fonction nulle de D dans E, qui a tout élément x € D
associe le vecteur Of.
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Exemples de référence

@ K est un K-espace vectoriel.

@ C est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles.

@ Si D est un ensemble quelconque et E un K-espace vectoriel, 'ensemble LA(D, E) (noté aussi EP) des
applications de D dans E peut étre muni d’'une structure de K-espace vectoriel pour les lois :

{ (frg)—f+g avec: VxeD, (f+g)(x)=f(x) +rg(x)
N f)— Af avec:  (A.f)(x) = Af(x)

Le vecteur nul de cet espace vectoriel est la fonction nulle de D dans E, qui a tout élément x € D
associe le vecteur Of.

@ En particulier, l'ensemble EN = A(N, E) des suites a valeurs dans E est un K-espace vectoriel o les
lois sont ainsi définies :

si u et v sont deux suites a valeurs dans E et A un scalaire :
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Exemples de référence

@ K est un K-espace vectoriel.

@ C est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles.

@ Si D est un ensemble quelconque et E un K-espace vectoriel, 'ensemble LA(D, E) (noté aussi EP) des
applications de D dans E peut étre muni d’'une structure de K-espace vectoriel pour les lois :

{ (frg)—f+g avec: VxeD, (f+g)(x)=f(x) +rg(x)
N f)— Af avec:  (A.f)(x) = Af(x)

Le vecteur nul de cet espace vectoriel est la fonction nulle de D dans E, qui a tout élément x € D
associe le vecteur Of.

@ En particulier, l'ensemble EN = A(N, E) des suites a valeurs dans E est un K-espace vectoriel o les
lois sont ainsi définies :
si u et v sont deux suites a valeurs dans E et A un scalaire :
o u-+ v est la suite donnée par: Vn €N, (u+ v)p = un+ va ;
o A.u est la suite donnée par: Vn e N, (A.u), = Au,.
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Exemples de référence

@ K est un K-espace vectoriel.

@ C est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles.

@ Si D est un ensemble quelconque et E un K-espace vectoriel, 'ensemble LA(D, E) (noté aussi EP) des
applications de D dans E peut étre muni d’'une structure de K-espace vectoriel pour les lois :

{ (frg)—f+g avec: VxeD, (f+g)(x)=f(x) +rg(x)
N f)— Af avec:  (A.f)(x) = Af(x)

Le vecteur nul de cet espace vectoriel est la fonction nulle de D dans E, qui a tout élément x € D
associe le vecteur Of.

@ En particulier, l'ensemble EN = A(N, E) des suites a valeurs dans E est un K-espace vectoriel o les
lois sont ainsi définies :

si u et v sont deux suites a valeurs dans E et A un scalaire :
o u-+ v est la suite donnée par: Vn €N, (u+ v)p = un+ va ;
o A.u est la suite donnée par: Vn e N, (A.u), = Au,.

Le vecteur nul de cet espace vectoriel est la suite nulle, c’est-a-dire telle que Vn € N, u, = Of.

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vector Septembre 2022



Exemples de référence

@ K est un K-espace vectoriel.

@ C est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles.

@ Si D est un ensemble quelconque et E un K-espace vectoriel, 'ensemble LA(D, E) (noté aussi EP) des
applications de D dans E peut étre muni d’'une structure de K-espace vectoriel pour les lois :

{ (frg)—f+g avec: VxeD, (f+g)(x)=f(x) +rg(x)
N f)— Af avec:  (A.f)(x) = Af(x)

Le vecteur nul de cet espace vectoriel est la fonction nulle de D dans E, qui a tout élément x € D
associe le vecteur Of.

@ En particulier, l'ensemble EN = A(N, E) des suites a valeurs dans E est un K-espace vectoriel o les
lois sont ainsi définies :

si u et v sont deux suites a valeurs dans E et A un scalaire :
o u-+ v est la suite donnée par: Vn €N, (u+ v)p = un+ va ;
o A.u est la suite donnée par: Vn e N, (A.u), = Au,.
Le vecteur nul de cet espace vectoriel est la suite nulle, c’est-a-dire telle que Vn € N, u, = Of.

O K[X], K-espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K.
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Exemples de référence

@ K est un K-espace vectoriel.

@ C est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles.

@ Si D est un ensemble quelconque et E un K-espace vectoriel, 'ensemble LA(D, E) (noté aussi EP) des
applications de D dans E peut étre muni d’'une structure de K-espace vectoriel pour les lois :

{ (frg)—f+g avec: VxeD, (f+g)(x)=f(x) +rg(x)
N f)— Af avec:  (A.f)(x) = Af(x)

Le vecteur nul de cet espace vectoriel est la fonction nulle de D dans E, qui a tout élément x € D
associe le vecteur Of.

@ En particulier, l'ensemble EN = A(N, E) des suites a valeurs dans E est un K-espace vectoriel o les
lois sont ainsi définies :

si u et v sont deux suites a valeurs dans E et A un scalaire :

o u-+ v est la suite donnée par: Vn €N, (u+ v)p = un+ va ;
o A.u est la suite donnée par: Vn e N, (A.u), = Au,.
Le vecteur nul de cet espace vectoriel est la suite nulle, c’est-a-dire telle que Vn € N, u, = Of.

O K[X], K-espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K.

O M, p(K), ensemble des matrices de type (n, p) a coefficients dans K.
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Proposition 1: Espace vectoriel produit

Soient Ky, B, . .., E, p K-espaces vectoriels. Alors 'ensemble produit E = E X E; X ... X E, est un
K-espace vectoriel pour les lois définies par :

Y (xi, X253 Xp), (M )2s--s¥p) EEXEBX...xE, VAeEK:

(X],Xz,---,Xp)+(}’l,)’2,---,}’p) = (x]+.ylvx2+.y27"'7xP+.yP)
A(xi, %2, Xxp) = (AX1, Ax2, ..., Axp)

Muni de ces lois, E s'appelle 'espace vectoriel produit des E;.

Rem : Le vecteur nul de E est le p-uplet (05, ... ,0F,).
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Proposition 1: Espace vectoriel produit

Soient Ky, B, . .., E, p K-espaces vectoriels. Alors 'ensemble produit E = E X E; X ... X E, est un
K-espace vectoriel pour les lois définies par :

Y (xi, X253 Xp), (M )2s--s¥p) EEXEBX...xE, VAeEK:

(thzw~-,Xp)+(}’l,)’2,~-~,}’p) = (x]+.y|7X2+.y27"'7xP+.yP)
A(xi, %2, Xxp) = (AX1, Ax2, ..., Axp)

Muni de ces lois, E s'appelle 'espace vectoriel produit des E;.

Rem : Le vecteur nul de E est le p-uplet (0, ..., 0g,).

Démonstration

@ On vérifie déja que (B X E» X ... X Ep, +) est un groupe abélien; il suffit d’écrire...
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Proposition 1: Espace vectoriel produit

Soient Ky, B, . .., E, p K-espaces vectoriels. Alors 'ensemble produit E = E X E; X ... X E, est un
K-espace vectoriel pour les lois définies par :

Y (xi, X253 Xp), (M )2s--s¥p) EEXEBX...xE, VAeEK:

(thzw~-,Xp)+(}’l,)’2,~-~,}’p) = (X] +.y|7X2 +.y27"'7xP+.yP)
A(xi, %2, Xxp) = (AX1, Ax2, ..., Axp)

Muni de ces lois, E s'appelle 'espace vectoriel produit des E;.

Rem : Le vecteur nul de E est le p-uplet (0, ..., 0g,).

Démonstration

@ On vérifie déja que (B X E» X ... X Ep, +) est un groupe abélien; il suffit d’écrire...

Par exemple, la commutativité de la loi 4+ dans £ X E; X . .. X E, découle de celle dans les E; de la fagon suivante :
V(X o Xp)s (Vs sYp) EBEX B X ... X Ey,
(X)) + s yp) =+ 0, ..., Xy +yp) (définition de la loi + dans E)
=(n+x,...,¥p+x,) (car chaque loi + est commutative dans chaque E;)
=(s---5¥p) + (x1,...,x) (définition de la loi + dans E)
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Proposition 1: Espace vectoriel produit

Soient Ky, B, . .., E, p K-espaces vectoriels. Alors 'ensemble produit E = E X E; X ... X E, est un
K-espace vectoriel pour les lois définies par :

Y (xi, X253 Xp), (M )2s--s¥p) EEXEBX...xE, VAeEK:

(thzw~-,Xp)+(}’l,)’2,~-~,}’p) = (X] +.y|7X2 +.y27"'7xP+.yP)
A(xi, %2, Xxp) = (AX1, Ax2, ..., Axp)

Muni de ces lois, E s'appelle 'espace vectoriel produit des E;.

Rem : Le vecteur nul de E est le p-uplet (0, ..., 0g,).

Démonstration
@ On vérifie déja que (B X E» X ... X Ep, +) est un groupe abélien; il suffit d’écrire...

@ Les propriétés de la loi externe se vérifient elles aussi aisément par le calcul :

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vector Septembre 2022



Proposition 1: Espace vectoriel produit

Soient Ky, B, . .., E, p K-espaces vectoriels. Alors 'ensemble produit E = E X E; X ... X E, est un
K-espace vectoriel pour les lois définies par :

Y (xi, X253 Xp), (M )2s--s¥p) EEXEBX...xE, VAeEK:

(¥, %25 xp) + (o y2s -5 0p) = (A + Y%+ )2, X0+ Vp)
A(xi, %2, Xxp) = (AX1, Ax2, ..., Axp)

Muni de ces lois, E s'appelle 'espace vectoriel produit des E;.

Rem : Le vecteur nul de E est le p-uplet (0, ..., 0g,).

Démonstration
@ On vérifie déja que (B X E» X ... X Ep, +) est un groupe abélien; il suffit d’écrire...

@ Les propriétés de la loi externe se vérifient elles aussi aisément par le calcul :

Par exemple, pour la propriété (ii), si x = (xi,...,xp) ety = (y1,...,yp) sontdans E X E; X ... X E, et si
A € K alors
Ax+y) =X+ %+ )= (A +n), - A(xp+yp)) (définition des lois dans E)
= (A.x] + AN, A+ )\.yp) (car les E; sont des e.v)
=(Ax, . Ax) + Ay, ..o Ayp) = Ax 4+ Ay (définition des lois dans E)
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Proposition 1: Espace vectoriel produit

Soient Ky, B, . .., E, p K-espaces vectoriels. Alors 'ensemble produit E = E X E; X ... X E, est un
K-espace vectoriel pour les lois définies par :

Y (xi, X253 Xp), (M )2s--s¥p) EEXEBX...xE, VAeEK:

(thzw~-,Xp)+(}’l,)’2,~-~,}’p) = (x]+.y|7X2+.y27"'7xP+.yP)
A(xi, %2, Xxp) = (AX1, Ax2, ..., Axp)

Muni de ces lois, E s'appelle 'espace vectoriel produit des E;.

Rem : Le vecteur nul de E est le p-uplet (0, ..., 0g,).

Exemple

KP (ensemble des p-uplets de scalaires) est un K-espace vectoriel pour les lois définies ci-dessus
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Définition 2

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel de E si

(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel (pour les mémes lois que celles de E).
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Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel de E si

(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel (pour les mémes lois que celles de E).
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Définition 2

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel de E si

(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel (pour les mémes lois que celles de E).
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Définition 2

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel de E si

(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel (pour les mémes lois que celles de E).

@ que le vecteur nul, O, appartient & F (car (F, +) posséde un élément neutre, et ce ne peut étre que O par unicité);
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Définition 2

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel de E si

(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel (pour les mémes lois que celles de E).

@ que le vecteur nul, O, appartient & F (car (F, +) posséde un élément neutre, et ce ne peut étre que O par unicité);

@ que la loi . est une loi de composition externe sur F, donc: VA € K, Vx € F, A.x € F.
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Définition 2

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel de E si
(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel (pour les mémes lois que celles de E).

@ que la loi + est interne dans F cest-a-dire : V (x, y) € F*, x+y € F;
@ que le vecteur nul, O, appartient & F (car (F, +) posséde un élément neutre, et ce ne peut étre que O par unicité);

@ que laloi . est une loi de composition externe sur F, donc: VX € K, Vx € F, A.x € F.

Théoréme 1: caractérisation d'un sous-espace vectoriel

F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
@i FCE;

(i) F#0;

(i) Y\, p) EK?, V(x,y) €EFF © Ax+uy € F.
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Définition 2

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel de E si
(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel (pour les mémes lois que celles de E).

@ que la loi + est interne dans F cest-a-dire : V (x, y) € F*, x+y € F;
@ que le vecteur nul, O, appartient a F (car (F, +) posséde un élément neutre, et ce ne peut étre que 0 par unicité);
@ que laloi . est une loi de composition externe sur F, donc: VX € K, Vx € F, A.x € F.

Théoréme 1: caractérisation d'un sous-espace vectoriel

F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

@i FCE;
(i) F#0;
(i) Y\, p) EK?, V(x,y) €EFF © Ax+uy € F.
Démonstration
Qo @ La propriété (iii) avec A\ = p = 1implique déja que la loi + est interne dans F. Etant associative dans E, elle I'est aussi a

fortiori dans F.
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Définition 2

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel de E si
(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel (pour les mémes lois que celles de E).

@ que la loi + est interne dans F cest-a-dire : V (x, y) € F*, x+y € F;
@ que le vecteur nul, O, appartient a F (car (F, +) posséde un élément neutre, et ce ne peut étre que 0 par unicité);

@ que laloi . est une loi de composition externe sur F, donc: VX € K, Vx € F, A.x € F.

Théoréme 1: caractérisation d’'un sous-espace vectoriel
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
@i FCE;
(i) F#0;
(i) Y\, p) EK?, V(x,y) €EFF © Ax+uy € F.

Démonstration
Qo @ La propriété (iii) avec A\ = p = 1implique déja que la loi + est interne dans F. Etant associative dans E, elle I'est aussi a
fortiori dans F.
@ La propriété (i) et la propriété (i) avec A =1, . = —1 et x = y (cela est possible car F % @) impliquent que O appartient a
F; ce sera alors forcément I'élément neutre de (F, +).
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Définition 2

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel de E si
(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel (pour les mémes lois que celles de E).

@ que la loi + est interne dans F cest-a-dire : V (x, y) € F*, x+y € F;
@ que le vecteur nul, O, appartient a F (car (F, +) posséde un élément neutre, et ce ne peut étre que 0 par unicité);
@ que laloi . est une loi de composition externe sur F, donc: VX € K, Vx € F, A.x € F.

Théoréme 1: caractérisation d’'un sous-espace vectoriel

F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

@i FCE;
(i) F#0;
(i) Y\, p) EK?, V(x,y) €EFF © Ax+uy € F.
Démonstration
Qo @ La propriété (iii) avec A\ = p = 1implique déja que la loi + est interne dans F. Etant associative dans E, elle I'est aussi a
fortiori dans F.
@ La propriété (i) et la propriété (i) avec A =1, . = —1 et x = y (cela est possible car F % @) impliquent que O appartient a
F; ce sera alors forcément I'élément neutre de (F, +).
@ La propriété (iii) avec A\ = —1 et p = 0 implique que, si x appartient a F, il en est de méme de —x.
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Définition 2

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel de E si
(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel (pour les mémes lois que celles de E).

@ que la loi + est interne dans F cest-a-dire : V (x, y) € F*, x+y € F;
@ que le vecteur nul, O, appartient a F (car (F, +) posséde un élément neutre, et ce ne peut étre que 0 par unicité);
@ que laloi . est une loi de composition externe sur F, donc: VX € K, Vx € F, A.x € F.

Théoréme 1: caractérisation d’'un sous-espace vectoriel

F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

@i FCE;
(i) F#0;
(i) Y\, p) EK?, V(x,y) €EFF © Ax+uy € F.
Démonstration
Qo @ La propriété (iii) avec A\ = p = 1implique déja que la loi + est interne dans F. Etant associative dans E, elle I'est aussi a
fortiori dans F.
@ La propriété (i) et la propriété (i) avec A =1, . = —1 et x = y (cela est possible car F % @) impliquent que O appartient a
F; ce sera alors forcément I'élément neutre de (F, +).
@ La propriété (iii) avec A\ = —1 et p = 0 implique que, si x appartient a F, il en est de méme de —x.

On en déduit finalement que (F,+) est un groupe abélien.
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Définition 2

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel de E si
(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel (pour les mémes lois que celles de E).

Cette définition implique, en particulier :
@ que la loi + est interne dans F cest-a-dire : V (x, y) € F*, x+y € F;
@ que le vecteur nul, O, appartient a F (car (F, +) posséde un élément neutre, et ce ne peut étre que 0 par unicité);
@ que laloi . est une loi de composition externe sur F, donc: VX € K, Vx € F, A.x € F.

Théoréme 1: caractérisation d’'un sous-espace vectoriel

F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

@i FCE;
(i) F#0;
(i) Y\, p) EK?, V(x,y) €EFF © Ax+uy € F.
Démonstration
Qo @ La propriété (iii) avec A\ = p = 1implique déja que la loi + est interne dans F. Etant associative dans E, elle I'est aussi a
fortiori dans F.
@ La propriété (i) et la propriété (i) avec A =1, . = —1 et x = y (cela est possible car F % @) impliquent que O appartient a
F; ce sera alors forcément I'élément neutre de (F, +).
@ La propriété (iii) avec A\ = —1 et p = 0 implique que, si x appartient a F, il en est de méme de —x.

On en déduit finalement que (F,+) est un groupe abélien.

© La propriété (i) avec 1 = 0 implique que F est stable par la loi ., donc la loi . est bien une loi de composition
externe sur F; quant aux quatre propriétés de cette loi, puisqu’elles sont vraies dans E, elles le sont a fortiori dans
F, donc (F, 4+, .) est bien un espace vectoriel.
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Définition 2

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel de E si
(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel (pour les mémes lois que celles de E).

@ que la loi + est interne dans F cest-a-dire : V (x, y) € F*, x+y € F;
@ que le vecteur nul, O, appartient & F (car (F, +) posséde un élément neutre, et ce ne peut étre que O par unicité);

@ que laloi . est une loi de composition externe sur F, donc: VX € K, Vx € F, A.x € F.

Théoréme 1: caractérisation d'un sous-espace vectoriel

F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
@i FCE;
(i) F#0;
(i) Y\, p) EK?, V(x,y) €EFF © Ax+uy € F.
Remarque :
On peut remplacer la condition (i) par : 0 € F.

C'est ce que l'on fait généralement puisque, si F est un sous-espace vectoriel de E, alors nécessairement il
contient Of.
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Définition 2

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel de E si
(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel (pour les mémes lois que celles de E).

@ que la loi + est interne dans F cest-a-dire : V (x, y) € F*, x+y € F;
@ que le vecteur nul, O, appartient & F (car (F, +) posséde un élément neutre, et ce ne peut étre que O par unicité);

@ que laloi . est une loi de composition externe sur F, donc: VX € K, Vx € F, A.x € F.

Théoréme 1: caractérisation d'un sous-espace vectoriel
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

@i FCE;

(i) F#0;

(i) Y\, p) EK?, V(x,y) €EFF © Ax+uy € F.
Remarque : On peut remplacer la condition (iii) par :

VAEK,V(x,y) EF%, Mx+y€EF
ou par :
VAEK,V(x,y) EF’, x+y€EFetAxeF
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Définition 2

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel. Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel de E si
(F,+,.) est encore un K-espace vectoriel (pour les mémes lois que celles de E).

@ que la loi + est interne dans F cest-a-dire : V (x, y) € F*, x+y € F;
@ que le vecteur nul, O, appartient & F (car (F, +) posséde un élément neutre, et ce ne peut étre que O par unicité);

@ que laloi . est une loi de composition externe sur F, donc: VX € K, Vx € F, A.x € F.

Théoréme 1: caractérisation d'un sous-espace vectoriel

F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
@i FCE;

(i) F#0;

(i) Y\, p) EK?, V(x,y) €EFF © Ax+uy € F.

Remarque : Si F est un sous-espace vectoriel de E, il est alors facile de démontrer par récurrence que F
est stable par combinaisons linéaires c’est-a-dire :

VneN,V(N,..., ) €EK", V(xi,...,xn) €EF", > Aixi € F.
=
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].
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Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].

Démonstration

En effet :
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].

Démonstration
En effet :
@ K,[X] # 0, car le polynéme nul appartient a Kn[X].
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].

Démonstration
En effet :
@ K,[X] # 0, car le polynéme nul appartient a Kn[X].
@ Soient P, Q € Ky[X] et A € K; alors deg(AP + Q) < n c'est-a-dire AP 4+ Q € K,[X].
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].

Attention : Lensemble des polyndmes de degré exactement n n’est PAS un sous-espace vectoriel de
K[X]; en effet, il ne contient méme pas le polyndome nul!
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].

Attention : Lensemble des polyndmes de degré exactement n n’est PAS un sous-espace vectoriel de
K[X]; en effet, il ne contient méme pas le polyndome nul!

@ Si P € K[X], 'ensemble K[X] - P des multiples de P est un sous-espace vectoriel de K[X].
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].

Attention : Lensemble des polyndmes de degré exactement n n’est PAS un sous-espace vectoriel de
K[X]; en effet, il ne contient méme pas le polyndome nul!

@ Si P € K[X], 'ensemble K[X] - P des multiples de P est un sous-espace vectoriel de K[X].

Démonstration

En effet :
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].

Attention : Lensemble des polyndmes de degré exactement n n’est PAS un sous-espace vectoriel de
K[X]; en effet, il ne contient méme pas le polyndome nul!

@ Si P € K[X], 'ensemble K[X] - P des multiples de P est un sous-espace vectoriel de K[X].

Démonstration
En effet :
@ Le polynome nul est bien un multiple de P car il s’écrit 0 X P, donc K[X] - P # 0.
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].

Attention : Lensemble des polyndmes de degré exactement n n’est PAS un sous-espace vectoriel de
K[X]; en effet, il ne contient méme pas le polyndome nul!

@ Si P € K[X], 'ensemble K[X] - P des multiples de P est un sous-espace vectoriel de K[X].

Démonstration
En effet :
@ Le polynome nul est bien un multiple de P car il s’écrit 0 X P, donc K[X] - P # 0.

@ Soient A, B € K[X] - P et A € K; il existe des polynomes Q; et Q. tels que A = QP et B= Q»P donc
A+ AB = (Q + AQ2)P est encore un multiple de P: A+ AB € K[X] - P.
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].

Attention : Lensemble des polyndmes de degré exactement n n’est PAS un sous-espace vectoriel de
K[X]; en effet, il ne contient méme pas le polyndome nul!

@ Si P € K[X], 'ensemble K[X] - P des multiples de P est un sous-espace vectoriel de K[X].

@ Si [ est un intervalle de R, 'ensemble €(/,R) des fonctions continues sur / & valeurs réelles est un
sous-espace vectoriel de A(/, R).
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].

Attention : Lensemble des polyndmes de degré exactement n n’est PAS un sous-espace vectoriel de
K[X]; en effet, il ne contient méme pas le polyndome nul!

@ Si P € K[X], 'ensemble K[X] - P des multiples de P est un sous-espace vectoriel de K[X].

@ Si [ est un intervalle de R, 'ensemble €(/,R) des fonctions continues sur / & valeurs réelles est un
sous-espace vectoriel de A(/, R).

Démonstration

Cf. cours sur la continuité : si f et g sont continues, il en est de méme de \f + g.
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].

Attention : Lensemble des polyndmes de degré exactement n n’est PAS un sous-espace vectoriel de
K[X]; en effet, il ne contient méme pas le polyndome nul!

@ Si P € K[X], 'ensemble K[X] - P des multiples de P est un sous-espace vectoriel de K[X].

@ Si [ est un intervalle de R, 'ensemble €(/,R) des fonctions continues sur / & valeurs réelles est un
sous-espace vectoriel de A(/, R).

Proposition 2

Si (Ej)ie/ est une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de E, leur intersection () E; est encore un
icl

sous-espace vectoriel de E.
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].

Attention : Lensemble des polyndmes de degré exactement n n’est PAS un sous-espace vectoriel de
K[X]; en effet, il ne contient méme pas le polyndome nul!

@ Si P € K[X], 'ensemble K[X] - P des multiples de P est un sous-espace vectoriel de K[X].

@ Si [ est un intervalle de R, 'ensemble €(/,R) des fonctions continues sur / & valeurs réelles est un
sous-espace vectoriel de A(/, R).

Proposition 2

Si (Ej)ie/ est une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de E, leur intersection () E; est encore un
icl

sous-espace vectoriel de E.

Démonstration
Notons F = () Ei.
i€l
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].

Attention : Lensemble des polyndmes de degré exactement n n’est PAS un sous-espace vectoriel de
K[X]; en effet, il ne contient méme pas le polyndome nul!

@ Si P € K[X], 'ensemble K[X] - P des multiples de P est un sous-espace vectoriel de K[X].

@ Si [ est un intervalle de R, 'ensemble €(/,R) des fonctions continues sur / & valeurs réelles est un
sous-espace vectoriel de A(/, R).

Proposition 2

Si (Ej)ie/ est une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de E, leur intersection () E; est encore un
icl

sous-espace vectoriel de E.

Démonstration
Notons F = () Ei.
i€l

@ F # () : en effet, pour tout i € I, 0r € E; donc 0 € F.
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Exemples

Q {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E (dits triviaux).

Q Si n € N, K,[X], ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n, est un
sous-espace vectoriel de K[X].

Attention : Lensemble des polyndmes de degré exactement n n’est PAS un sous-espace vectoriel de
K[X]; en effet, il ne contient méme pas le polyndome nul!

@ Si P € K[X], 'ensemble K[X] - P des multiples de P est un sous-espace vectoriel de K[X].

@ Si [ est un intervalle de R, 'ensemble €(/,R) des fonctions continues sur / & valeurs réelles est un
sous-espace vectoriel de A(/, R).

Proposition 2

Si (Ej)ie/ est une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de E, leur intersection () E; est encore un
icl

sous-espace vectoriel de E.

Démonstration
Notons F = () Ei.
i€l

@ F # () : en effet, pour tout i € I, 0r € E; donc 0 € F.

@ Six,y € Fetsi A € K, alors x,y € E pour tout i € / donc Ax + y € E; car E; sous-espace vectoriel de E, donc
finalement Ax +y € F.

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vector Septembre 2022 10/49



Proposition 3

Soit X une partie quelconque d'un K-espace vectoriel E.

D’apreés la proposition précédente, l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E qui contiennent X
est encore un sous-espace vectoriel de E; c’est en fait le plus petit (pour I'inclusion) sous-espace vectoriel
de E contenant X;

On Tl'appelle sous-espace vectoriel engendré par X, et on le note Vect(X).
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Proposition 3

Soit X une partie quelconque d'un K-espace vectoriel E.

D’apreés la proposition précédente, l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E qui contiennent X
est encore un sous-espace vectoriel de E; c’est en fait le plus petit (pour I'inclusion) sous-espace vectoriel
de E contenant X;

On Tl'appelle sous-espace vectoriel engendré par X, et on le note Vect(X).

Exemples

Q Vect(D) = {0g}
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Proposition 3

Soit X une partie quelconque d'un K-espace vectoriel E.

D’apreés la proposition précédente, l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E qui contiennent X
est encore un sous-espace vectoriel de E; c’est en fait le plus petit (pour I'inclusion) sous-espace vectoriel
de E contenant X;

On Tl'appelle sous-espace vectoriel engendré par X, et on le note Vect(X).

Exemples

Q Vect(D) = {0g}

© F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si Vect(F) = F.
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Proposition 3

Soit X une partie quelconque d'un K-espace vectoriel E.

D’apreés la proposition précédente, l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E qui contiennent X
est encore un sous-espace vectoriel de E; c’est en fait le plus petit (pour I'inclusion) sous-espace vectoriel
de E contenant X;

On Tl'appelle sous-espace vectoriel engendré par X, et on le note Vect(X).

Exemples
Q Vect(D) = {0g}

© F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si Vect(F) = F.

La réunion de sous-espaces vectoriels de E n'est pas, en général,
un sous-espace vectoriel de E .
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Proposition 3

Soit X une partie quelconque d'un K-espace vectoriel E.

D’apreés la proposition précédente, l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E qui contiennent X
est encore un sous-espace vectoriel de E; c’est en fait le plus petit (pour I'inclusion) sous-espace vectoriel
de E contenant X;

On Tl'appelle sous-espace vectoriel engendré par X, et on le note Vect(X).

Exemples

Q Vect(D) = {0g}

© F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si Vect(F) = F.

La réunion de sous-espaces vectoriels de E n'est pas, en général,
un sous-espace vectoriel de E .

Exemple

Dans R?, la réunion F des deux sous-espaces vectoriels R x {0} et {0} x R n’est pas
un sous-espace vectoriel de R? puisque, par exemple, (1,0) + (0,1) nappartient pas a F.
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Proposition 3

Soit X une partie quelconque d'un K-espace vectoriel E.

D’apreés la proposition précédente, l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E qui contiennent X
est encore un sous-espace vectoriel de E; c’est en fait le plus petit (pour I'inclusion) sous-espace vectoriel
de E contenant X;

On Tl'appelle sous-espace vectoriel engendré par X, et on le note Vect(X).

Exemples

Q Vect(D) = {0g}

© F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si Vect(F) = F.

La réunion de sous-espaces vectoriels de E n'est pas, en général,
un sous-espace vectoriel de E .

Exemple

Dans R?, la réunion F des deux sous-espaces vectoriels R x {0} et {0} x R n’est pas
un sous-espace vectoriel de R? puisque, par exemple, (1,0) + (0,1) nappartient pas a F.
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Proposition 4

Si A et B sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E, AU B est encore un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si A C B ou B C A
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Proposition 4

Si A et B sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E, AU B est encore un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si A C B ou B C A

Démonstration

o Limplication <= est immédiate.
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Proposition 4

Si A et B sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E, AU B est encore un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si A C B ou B C A

Démonstration
o Limplication <= est immédiate.

e Soient A et B deux sous-espaces vectoriels de E, tels que AU B est encore un sous-espace vectoriel. On
raisonne par l'absurde :
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Proposition 4

Si A et B sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E, AU B est encore un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si A C B ou B C A

Démonstration
o Limplication <= est immédiate.

e Soient A et B deux sous-espaces vectoriels de E, tels que AU B est encore un sous-espace vectoriel. On
raisonne par l'absurde :

la négation de la proposition « A C B ou B C A» est « A ZB et BZ A» cest-a-dire qu'il existe
ac€Atqag¢ Betbe Btqb ¢ A
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Proposition 4

Si A et B sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E, AU B est encore un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si A C B ou B C A.

Démonstration
o Limplication <= est immédiate.

e Soient A et B deux sous-espaces vectoriels de E, tels que AU B est encore un sous-espace vectoriel. On
raisonne par l'absurde :

la négation de la proposition « A C B ou B C A» est « A ZB et BZ A» cest-a-dire qu'il existe
ac€Atqag¢ Betbe Btqb ¢ A

Alors a+ b € AU B puisque AU B est un sous-espace vectoriel, donc a+ b € Aou a+ b € B.
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Proposition 4

Si A et B sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E, AU B est encore un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si A C B ou B C A.

Démonstration
o Limplication <= est immédiate.

e Soient A et B deux sous-espaces vectoriels de E, tels que AU B est encore un sous-espace vectoriel. On
raisonne par l'absurde :

la négation de la proposition « A C B ou B C A» est « A ZB et BZ A» cest-a-dire qu'il existe
ac€Atqag¢ Betbe Btqb ¢ A

Alors a+ b € AU B puisque AU B est un sous-espace vectoriel, donc a+ b € Aou a+ b € B.

Si, par exemple, a+ b € A, on aurait b = (a + b) — a € A puisque A est un sous-espace vectoriel, d'ou la
contradiction.
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Définition 3

Une famille (\;)ic; d’éléments de K est dite a support fini si et seulement si 'ensemble {i € I | \; # Og }
est fini (on dit aussi que les \; sont presque tous nuls).

On dit de méme qu'une famille (x;j)ie/ d’éléments d’'un K-espace vectoriel E est a support fini si
I'ensemble {i € /| x; # 0¢} est fini.
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Combinaisons linéaires

Définition 3

Une famille (Aj)ic; d’éléments de K est dite a support fini si et seulement si 'ensemble {i € I | \; # 0k}
est fini (on dit aussi que les \; sont presque tous nuls).

On dit de méme qu'une famille (x;j)ie/ d’éléments d’'un K-espace vectoriel E est a support fini si
I'ensemble {i € /| x; # 0¢} est fini.

Définition 4

Soit (xi)ies une famille quelconque non vide d'éléments d'un K-espace vectoriel E. On dit que x € E est
combinaison linéaire de cette famille s'il existe une famille (\;)ie; d’éléments de K a support fini telle

que :
X = Z AiXi.
i€l
P
On note alors simplement x = Y A;x; (somme en fait finie).
i€l

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vectol Septembre 2022



Combinaisons linéaires

Définition 3

Une famille (Aj)ic; d’éléments de K est dite a support fini si et seulement si 'ensemble {i € I | \; # 0k}
est fini (on dit aussi que les \; sont presque tous nuls).

On dit de méme qu'une famille (x;j)ie/ d’éléments d’'un K-espace vectoriel E est a support fini si
I'ensemble {i € /| x; # 0¢} est fini.

Définition 4

Soit (xi)ies une famille quelconque non vide d'éléments d'un K-espace vectoriel E. On dit que x € E est
combinaison linéaire de cette famille s'il existe une famille (\;)ie; d’éléments de K a support fini telle

que :
X = g AiXi.
i€l
;70
On note alors simplement x = Y A;x; (somme en fait finie).
i€l
Rem : dans le cas d’'une famille finie (xi, ..., x,) de vecteurs, x est combinaison linéaire de cette famille

si et seulement si il s’écrit x =

I

Aixj ol ()\], e, )\n) e K",
1

n
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Combinaisons linéaires

Théoréme 2

Soit X = (xi)ics une famille quelconque non vide d’éléments d’'un K-espace vectoriel E.

Alors Vect(X) est exactement 'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de X.
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Combinaisons linéaires

Théoréme 2

Soit X = (xi)ics une famille quelconque non vide d’éléments d’'un K-espace vectoriel E.

Alors Vect(X) est exactement 'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de X.

Démonstration

Soit F 'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de X.
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Combinaisons linéaires

Théoréme 2

Soit X = (xi)ie/ une famille quelconque non vide d’éléments d’'un K-espace vectoriel E.

Alors Vect(X) est exactement I'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de X.

Démonstration
Soit F 'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de X.

@ T est bien un sous-espace vectoriel de E : en effet, F est non vide (puisque X # 0), et on vérifie
facilement que, si x et y sont deux éléments de F et si A appartient a KK, alors Ax + y appartient
encore a F (une combinaison linéaire de deux combinaisons linéaires d’éléments de X est encore une
combinaison linéaire d’éléments de X).
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Combinaisons linéaires

Théoréme 2

Soit X = (xi)ie/ une famille quelconque non vide d’éléments d’'un K-espace vectoriel E.

Alors Vect(X) est exactement I'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de X.

Démonstration
Soit F 'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de X.

@ T est bien un sous-espace vectoriel de E : en effet, F est non vide (puisque X # 0), et on vérifie
facilement que, si x et y sont deux éléments de F et si A appartient a KK, alors Ax + y appartient
encore a F (une combinaison linéaire de deux combinaisons linéaires d’éléments de X est encore une
combinaison linéaire d’éléments de X).

@ F contient évidemment X.
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Combinaisons linéaires

Théoréme 2

Soit X = (xi)ie/ une famille quelconque non vide d’éléments d’'un K-espace vectoriel E.

Alors Vect(X) est exactement I'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de X.

Démonstration
Soit F 'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de X.

@ T est bien un sous-espace vectoriel de E : en effet, F est non vide (puisque X # 0), et on vérifie
facilement que, si x et y sont deux éléments de F et si A appartient a KK, alors Ax + y appartient
encore a F (une combinaison linéaire de deux combinaisons linéaires d’éléments de X est encore une
combinaison linéaire d’éléments de X).

@ F contient évidemment X.

@ Si G est un sous-espace vectoriel de E contenant X, il contient A;x; pour tous \; € K et x; € X,
donc il contient F.
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Combinaisons linéaires

Théoréme 2

Soit X = (xi)ie/ une famille quelconque non vide d’éléments d’'un K-espace vectoriel E.

Alors Vect(X) est exactement I'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de X.

Démonstration
Soit F I'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de X.

@ [ est bien un sous-espace vectoriel de E : en effet, F est non vide (puisque X # (), et on vérifie
facilement que, si x et y sont deux éléments de F et si A appartient a KK, alors Ax + y appartient
encore a F (une combinaison linéaire de deux combinaisons linéaires d’éléments de X est encore une
combinaison linéaire d’éléments de X).

@ F contient évidemment X.

@ Si G est un sous-espace vectoriel de E contenant X, il contient A;x; pour tous \; € K et x; € X,
donc il contient F.

@ F est donc bien le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant X.
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Combinaisons linéaires

Théoréme 2

Soit X = (xi)ie/ une famille quelconque non vide d’éléments d’'un K-espace vectoriel E.

Alors Vect(X) est exactement I'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de X.

Démonstration
Soit F 'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de X.

@ [ est bien un sous-espace vectoriel de E : en effet, F est non vide (puisque X # (), et on vérifie
facilement que, si x et y sont deux éléments de F et si A appartient a KK, alors Ax + y appartient
encore a F (une combinaison linéaire de deux combinaisons linéaires d’éléments de X est encore une
combinaison linéaire d’éléments de X).

@ F contient évidemment X.

@ Si G est un sous-espace vectoriel de E contenant X, il contient A;x; pour tous \; € K et x; € X,
donc il contient F.

@ F est donc bien le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant X.

Remarque : Ce théoréme prouve, en particulier, que I'ensemble des combinaisons linéaires d’'une partie
de E est un sous-espace vectoriel de E.
Ce résultat peut étre utile pour abréger certaines démonstrations (voir dernier exemple ci-
dessous).
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Combinaisons linéaires

Exemples

@ Soit x € E. Alors Vect({x}) = K.x = {Xx | A € K}.
Si x # 0, Kx s'appelle la droite vectorielle engendrée par x.
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Combinaisons linéaires

Exemples

@ Soit x € E. Alors Vect({x}) = K.x = {Xx | A € K}.
Si x # 0, Kx s'appelle la droite vectorielle engendrée par x.

@ Dans K[X] : K[X] = Vect ((X')ien) et Kn[X] = Vect ((X")oi<n)-
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Exemples

@ Soit x € E. Alors Vect({x}) = K.x = {Xx | A € K}.
Si x # 0, Kx s'appelle la droite vectorielle engendrée par x.

@ Dans K[X] : K[X] = Vect ((X')ien) et Kn[X] = Vect ((X")oi<n)-

© Dans I'espace vectoriel M;(R) des matrices carrées dordre 2 & coefficients réels, soit F 'ensemble
des matrices de la forme (g _5) pour (a, b) € R2.

On peut dire sans calcul que F est un sous-espace vectoriel de M3 (RR), car on remarque qu'il s’agit

de 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs | = ((]) (])) et = (2 _(:) C'est donc le

sous-espace vectoriel Vect({/,J}).
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Exemples

@ Soit x € E. Alors Vect({x}) = K.x = {Xx | A € K}
Si x # 0, Kx s'appelle la droite vectorielle engendrée par x.

@ Dans K[X] : K[X] = Vect ((X')ien) et Kn[X] = Vect ((X")oi<n)-

© Dans I'espace vectoriel M;(R) des matrices carrées dordre 2 & coefficients réels, soit F 'ensemble
des matrices de la forme (g _5) pour (a, b) € R

On peut dire sans calcul que F est un sous-espace vectoriel de M3 (RR), car on remarque qu'il s’agit

de 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs | = ((]) ?) et = (2 _(:) C'est donc le

sous-espace vectoriel Vect({/,J}).

@ Dans l'espace vectoriel R3, lensemble F = {(x,y,z) € R3 | x+y+2z=0} est un sous-espace
vectoriel.

En effet, u = (x, y, z) appartient a F si et seulement si il existe (x, y) € R? tel que

u=(x,y,—x—y) = x(1,0, 1) + y(0,1, =T)..

F est donc le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs (1,0, —1) et (0,1, —1).
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Combinaisons linéaires

Exemples

@ Soit x € E. Alors Vect({x}) = K.x = {Xx | A € K}
Si x # 0, Kx s'appelle la droite vectorielle engendrée par x.

@ Dans K[X] : K[X] = Vect ((X')ien) et Kn[X] = Vect ((X")oi<n)-

© Dans I'espace vectoriel M;(R) des matrices carrées dordre 2 & coefficients réels, soit F 'ensemble
des matrices de la forme (g _g) pour (a, b) € R

On peut dire sans calcul que F est un sous-espace vectoriel de M3 (RR), car on remarque qu'il s’agit

de 'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs | = ((]] ?) et = (2 _(:) C'est donc le

sous-espace vectoriel Vect({/,J}).

@ Dans l'espace vectoriel R3, lensemble F = {(x,y,z) € R3 | x+y+2z=0} est un sous-espace
vectoriel.

En effet, u = (x, y, z) appartient a F si et seulement si il existe (x, y) € R? tel que

u=(x,y,—x—y) = x(1,0, 1) + y(0,1, =T)..

F est donc le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs (1,0, —1) et (0,1, —1).
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Définition 5

Soit (Ej)i<i<n une famille de n sous-espaces vectoriels de E (n € N*).

n
On appelle somme des E;, notée > E;j, 'ensemble des vecteurs x de E qui peuvent s’écrire d’au moins une
i=1

n
facon sous la forme x = 3 xj avec x; € E; pour tout i € [[1;n] :
1

ZE,-:{XEE‘EI()q,.,.,xn)EHE,-thZZX,-}

i=1 i=1 i=l
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Définition 5

Soit (Ej)i<i<n une famille de n sous-espaces vectoriels de E (n € N*).

n
On appelle somme des E;, notée > E;j, 'ensemble des vecteurs x de E qui peuvent s’écrire d’au moins une
i=1
n
facon sous la forme x = 3 xj avec x; € E; pour tout i € [[1;n] :

i=l

n n n
ZE,-:{XEE‘EI()q,.,.,xn)EHE,-thZZX,-}
=

i=l i=l

Théoréme 3

n
@ > E est un sous-espace vectoriel de E.
i=l

n n
@ Plus précisément, > E; est le sous-espace vectoriel engendré par | E;, c’est-a-dire le plus petit sous-espace
f=| i=1
vectoriel de E qui contient tous les E; :

= Vect (QE,)
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Théoréme 3

n
@ > Ei est un sous-espace vectoriel de E.

n n
@ Plus précisément, > E; est le sous-espace vectoriel engendré par | E;, c’est-a-dire le plus petit sous-espace

i=1
vectoriel de E qui contient tous les E; :
n

ZE;:Vect(QE;).

i=1

Démonstration

n n
Soit F = Y Ej, c'est-a-dire 'ensemble des sommes Y x;, ot x; € E; pour tout i € [1; n].
=l =

Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vectol Septembre 2022



Théoréme 3

n
@ > Ei est un sous-espace vectoriel de E.

n n
@ Plus précisément, > E; est le sous-espace vectoriel engendré par | E;, c’est-a-dire le plus petit sous-espace

i=1
vectoriel de E qui contient tous les E; :
n

ZE;:Vect(QE;).

i=1

Démonstration

n n
Soit F = Y Ej, c'est-a-dire 'ensemble des sommes Y x;, ot x; € E; pour tout i € [1; n].
=l ]

@ 1l est facile de vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E.
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Théoréme 3

n
@ > E est un sous-espace vectoriel de E.

i=1

n n
@ Plus précisément, > E; est le sous-espace vectoriel engendré par | E;, c’est-a-dire le plus petit sous-espace
= i=
vectoriel de E qui contient tous les E; :

= Vect ( LnJ E;) .
i=1

Démonstration

n n
Soit F = Y Ej, c'est-a-dire 'ensemble des sommes > x;, ot x; € E; pour tout i € [1; n].
=l =

@ 1l est facile de vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E. En effet, 0x appartient a E; pour tout i donc
n n n
appartienta F, et, six = > x; € Fety = Y yi € F avec x;, y; € E pour tout i, alors Ax +y = > (Axi + y)
= i= =
appartient a F puisque Ax; + y; € E; pour tout i (les E; sont des sous-espaces vectoriels).
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Théoréme 3

n
@ > E est un sous-espace vectoriel de E.

i=1

n n
@ Plus précisément, > E; est le sous-espace vectoriel engendré par | E;, c’est-a-dire le plus petit sous-espace
= i=
vectoriel de E qui contient tous les E; :

= Vect ( LNJ E;) .
i=1

Démonstration

n n
Soit F = Y Ej, c'est-a-dire 'ensemble des sommes > x;, ot x; € E; pour tout i € [1; n].
=l =

@ 1l est facile de vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E. En effet, 0x appartient a E; pour tout i donc
n n n
appartienta F, et, six = > x; € Fety = Y yi € F avec x;, y; € E pour tout i, alors Ax +y = > (Axi + y)
= = =

appartient a F puisque Ax; + y; € E; pour tout i (les E; sont des sous-espaces vectoriels).

n
@ F est bien le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant | J E;, c’est-a-dire le sous-espace vectoriel engendré
=1
par cette réunion, car :

Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vectol Septembre 2022



Théoréme 3

n
@ > E est un sous-espace vectoriel de E.

i=1

n n
@ Plus précisément, > E; est le sous-espace vectoriel engendré par | E;, c’est-a-dire le plus petit sous-espace
= i=
vectoriel de E qui contient tous les E; :

= Vect ( LNJ E;) .
i=1

Démonstration

n n
Soit F = Y Ej, c'est-a-dire 'ensemble des sommes > x;, ot x; € E; pour tout i € [1; n].
=l =

@ 1l est facile de vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E. En effet, 0x appartient a E; pour tout i donc
n n n
appartienta F, et, six = > x; € Fety = Y yi € F avec x;, y; € E pour tout i, alors Ax +y = > (Axi + y)
= = =

appartient a F puisque Ax; + y; € E; pour tout i (les E; sont des sous-espaces vectoriels).

n
@ F est bien le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant | J E;, c’est-a-dire le sous-espace vectoriel engendré
=1
par cette réunion, car :

@ F contient bien tous les Ej, car x; € E; peut s'écrire x; = 0+ - -+ 4+ 0+ x; + 0+ - - - + 0. Il contient donc leur réunion.
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Somme de s.e.v

Théoréme 3

n
@ > E est un sous-espace vectoriel de E.

i=1

n n
@ Plus précisément, > E; est le sous-espace vectoriel engendré par | E;, c’est-a-dire le plus petit sous-espace
i=l i=
vectoriel de E qui contient tous les E; :

n
= Vect ( U E;) .
i=1

Démonstration

n n
Soit F = Y Ej, c'est-a-dire 'ensemble des sommes > x;, ot x; € E; pour tout i € [1; n].
=l =

@ 1l est facile de vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E. En effet, 0x appartient a E; pour tout i donc
n n n
appartienta F, et, six = > x; € Fety = Y yi € F avec x;, y; € E pour tout i, alors Ax +y = > (Axi + y)
= = =

appartient a F puisque Ax; + y; € E; pour tout i (les E; sont des sous-espaces vectoriels).

n
@ F est bien le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant | J E;, c’est-a-dire le sous-espace vectoriel engendré
=1
par cette réunion, car :
@ F contient bien tous les Ej, car x; € E; peut s'écrire x; = 0+ - -+ 4+ 0+ x; + 0+ - - - + 0. Il contient donc leur réunion.

@ F est bien un sous-espace vectoriel de E comme on I'a vu dans le ler point.

Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vecto Septembre 2022



Somme de s.e.v

Théoréme 3

n
@ > E est un sous-espace vectoriel de E.

i=1

n n
@ Plus précisément, > E; est le sous-espace vectoriel engendré par | E;, c’est-a-dire le plus petit sous-espace
i=l i=
vectoriel de E qui contient tous les E; :

n
= Vect ( U E;) .
i=1

Démonstration

n n
Soit F = Y Ej, c'est-a-dire 'ensemble des sommes > x;, ot x; € E; pour tout i € [1; n].
=l =

@ 1l est facile de vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E. En effet, 0x appartient a E; pour tout i donc
n n n
appartienta F, et, six = > x; € Fety = Y yi € F avec x;, y; € E pour tout i, alors Ax +y = > (Axi + y)
= = =

appartient a F puisque Ax; + y; € E; pour tout i (les E; sont des sous-espaces vectoriels).

n
@ F est bien le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant | J E;, c’est-a-dire le sous-espace vectoriel engendré
=1
par cette réunion, car :
@ F contient bien tous les Ej, car x; € E; peut s'écrire x; = 0+ - -+ 4+ 0+ x; + 0+ - - - + 0. Il contient donc leur réunion.
@ F est bien un sous-espace vectoriel de E comme on I'a vu dans le ler point.

@ Enfin, si un sous-espace vectoriel G de E contient la réunion des E;, puisqu'il est stable par +, il contiendra F.
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Théoréme 3

n
@ > Ei est un sous-espace vectoriel de E.

n n
@ Plus précisément, > E; est le sous-espace vectoriel engendré par | E;, c’est-a-dire le plus petit sous-espace
= =
vectoriel de E qui contient tous les E; :
n

>

i=1

= Vect (gE,)

n
Remarque : Soit X = (Xi)icign une famille de n vecteurs de E. Alors Vect(X) = > K.xi.
i=l
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Théoréme 3

n
@ > E est un sous-espace vectoriel de E.
i=l

n n
@ Plus précisément, > E; est le sous-espace vectoriel engendré par | E;, c’est-a-dire le plus petit sous-espace
= =
vectoriel de E qui contient tous les E; :
n

>

i=1

= Vect (gE,)

n
Remarque : Soit X = (Xi)icign une famille de n vecteurs de E. Alors Vect(X) = > K.xi.
i=l

Démonstration

n
En effet, on a vu que Vect(X) est exactement 'ensemble des vecteurs de la forme > Ajx; ot les \;
i=1

n
décrivent K, c’est-a-dire 'ensemble des vecteurs de la forme > y; ou les y; décrivent K.x;.
i=
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Théoréme 3

n
@ > E est un sous-espace vectoriel de E.
i=l

n n
@ Plus précisément, > E; est le sous-espace vectoriel engendré par | E;, c’est-a-dire le plus petit sous-espace
= =
vectoriel de E qui contient tous les E; :
n

>

i=1

= Vect (gE,)

n
Remarque : Soit X = (Xi)icign une famille de n vecteurs de E. Alors Vect(X) = > K.xi.
i=l

Démonstration

n
En effet, on a vu que Vect(X) est exactement 'ensemble des vecteurs de la forme > Ajx; ot les \;
i=1

n
décrivent K, c’est-a-dire 'ensemble des vecteurs de la forme > y; ou les y; décrivent K.x;.
i=
Généralisation : Dans le cas d’'une famille quelconque (E;)ic; de sous-espaces vectoriels de E,

on a Vect ( U E,) = > Ej, ou cette somme désigne I'ensemble des vecteurs
i€l i€l
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Définition 6

Soit (Ej)i<i<n une famille de n sous-espaces vectoriels de E.

n
On dit que la somme _ E; est directe si et seulement si :
i=1

n n
pour tout x € >_ E;, il existe une unique famille (xi)ici<n € [ Ei telle que x = 3" x;.
=l 1<i<n i=1

n n
On note alors : @ E; au lieu de > E;.

i=l1 i=1

Chapitre | ons et compléments sur les espaces vecto Septembre 2022



Définition 6

Soit (Ej)i<i<n une famille de n sous-espaces vectoriels de E.

n
On dit que la somme _ E; est directe si et seulement si :
i=1

n n
pour tout x € >_ E;, il existe une unique famille (xi)ici<n € [ Ei telle que x = 3" x;.
=l 1<i<n i=1

n n
On note alors : @ E; au lieu de > E;.

=1 i=1
Exemple
n .
Kn[X] = @ K.X
i=0

n .
En effet, on sait que tout polyndme de degré < n s'écrit de facon unique sous la forme P = >~ \;X'.
i=0
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Définition 6

Soit (Ej)i<i<n une famille de n sous-espaces vectoriels de E.

n
On dit que la somme _ E; est directe si et seulement si :
i=1

n n
pour tout x € >_ E;, il existe une unique famille (xi)ici<n € [ Ei telle que x = 3" x;.
=l 1<i<n i=1

n n
On note alors : @ E; au lieu de > E;.

i=l1 i=1

Exemple

n .
Kq[X] = KX
i=0
n .
En effet, on sait que tout polyndme de degré < n s'écrit de facon unique sous la forme P = >~ \;X'.
i=0

Généralisation : Dans le cas d'une famille quelconque (Ei)ic; de sous-espaces vectoriels de E,
on dit que la somme > E; est directe si tout élément x de cette somme s'écrit
icl
de maniére unique sous la forme > x; ou, pour tout i € /, x; € I et ou la
iel
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Théoréme 4: caractérisation d'une somme directe

n
Pour que la somme _ E; soit directe, il faut et il suffit que :
=

n n
pour toute famille (xi)ici<n € [[E, > xi=0 = Vi€ [1;n], x; =0.
i=

i=1
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Théoréme 4: caractérisation d'une somme directe

n
Pour que la somme _ E; soit directe, il faut et il suffit que :
=

n n
pour toute famille (xi)ici<n € [[E, > xi=0 = Vi€ [1;n], x; =0.
=1 i=

Démonstration

n n
@ Supposons la somme directe, et soit (x;)i<i<n € [] Ei telle que > x; = 0.
i=i i=
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Théoréme 4: caractérisation d'une somme directe

n
Pour que la somme _ E; soit directe, il faut et il suffit que :
=

n n
pour toute famille (xi)ici<n € [[E, > xi=0 = Vi€ [1;n], x; =0.

i=1 i=1
Démonstration

n n
@ Supposons la somme directe, et soit (x;)i<i<n € [] Ei telle que > x; = 0.
= i=
Puisque 0 = 0z, + O, + - - - + O, (Og; = Of pour tout i), I'unicité de I'écriture implique x; = 0 pour
tout 7.
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Théoréme 4: caractérisation d'une somme directe

n
Pour que la somme _ E; soit directe, il faut et il suffit que :
=

n n
pour toute famille (xi)ici<n € [[E, > xi=0 = Vi€ [1;n], x; =0.
=1 i=

Démonstration

n n
@ Supposons la somme directe, et soit (x;)i<i<n € [] Ei telle que > x; = 0.
i=i i=1
Puisque 0 = 0z, + O, + - - - + O, (Og; = Of pour tout i), I'unicité de I'écriture implique x; = 0 pour
tout .
n
@ Réciproquement, si la propriété de 'énoncé est vérifiée et si un vecteur x € Y E; s'écrit sous la
i=1

n n n

forme x = > x; = > yi avec x;, i € E; pour tout i, alors > _(x; — yij) = 0 avec x; — y; € E; pour
i=1 i=1 i=l1

tout i (car E; sous-espace vectoriel), ce qui implique x; — y; = 0 soit x; = y; pour tout i € [[] ; nﬂ.
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Théoréme 4: caractérisation d'une somme directe

n
Pour que la somme _ E; soit directe, il faut et il suffit que :
=

n n
pour toute famille (xi)ici<n € [[E, > xi=0 = Vi€ [1;n], x; =0.
=1 i=

Démonstration

n n
@ Supposons la somme directe, et soit (x;)i<i<n € [] Ei telle que > x; = 0.
i=i i=1
Puisque 0 = 0z, + O, + - - - + O, (Og; = Of pour tout i), I'unicité de I'écriture implique x; = 0 pour
tout .
n
@ Réciproquement, si la propriété de 'énoncé est vérifiée et si un vecteur x € Y E; s'écrit sous la
i=1

n n n
forme x = > x; = > yi avec x;, i € E; pour tout i, alors > _(x; — yij) = 0 avec x; — y; € E; pour
i=1 i=l1 i=1
tout i (car E; sous-espace vectoriel), ce qui implique x; — y; = 0 soit x; = y; pour tout i € [[] ; nﬂ.
n
Il'y a donc bien unicité de la décomposition, et la somme > E; est directe.
i=1
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Théoréme 4: caractérisation d'une somme directe

n
Pour que la somme _ E; soit directe, il faut et il suffit que :
i=1

n n
pour toute famille (xi)ici<n € [[E, > xi=0 = Vi€ [1;n], x; =0.

i=1 i=1

Proposition 5

Pour que deux sous-espaces vectoriels £ et E; de E soient en somme directe, il faut et il suffit que :
ENE = {0}
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Théoréme 4: caractérisation d'une somme directe

n
Pour que la somme _ E; soit directe, il faut et il suffit que :
i=1

n n
pour toute famille (xi)ici<n € [[E, > xi=0 = Vi€ [1;n], x; =0.
=1 i=

Proposition 5

Pour que deux sous-espaces vectoriels £ et E; de E soient en somme directe, il faut et il suffit que :
ENE = {0}

Démonstration

@ Sila somme E + E, est directe, alors, si x € EN E, ona 0 = x+ (—x) avec x € F et —x € E, dou
x = 0 par le théoréme précédent, soit £ N E, = {0}
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Théoréme 4: caractérisation d'une somme directe

n
Pour que la somme _ E; soit directe, il faut et il suffit que :
i=1

n n
pour toute famille (xi)ici<n € [[E, > xi=0 = Vi€ [1;n], x; =0.
=1 i=

Proposition 5

Pour que deux sous-espaces vectoriels £ et E; de E soient en somme directe, il faut et il suffit que :
ENE = {0}

Démonstration

@ Sila somme E + E, est directe, alors, si x € EN E, ona 0 = x+ (—x) avec x € F et —x € E, dou
x = 0 par le théoréme précédent, soit £ N E, = {0}

@ Réciproquement, supposons E; N E; = {0¢}, et soient (xi, x2) € E X E tels que x; + x, = 0. Alors
X1 = —x € ENE dou x; = x, = 0, ce qui prouve par le théoréme précédent que la somme E + E
est directe.
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Théoréme 4: caractérisation d'une somme directe

n
Pour que la somme _ E; soit directe, il faut et il suffit que :
i=1

n n
pour toute famille (xi)ici<n € [[E, > xi=0 = Vi€ [1;n], x; =0.

i=1 i=1

Proposition 5

Pour que deux sous-espaces vectoriels £ et E; de E soient en somme directe, il faut et il suffit que :
ENE = {0}

Cela ne se généralise pas a plus de deux sous-espaces vectoriels.
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Théoréme 4: caractérisation d'une somme directe

n
Pour que la somme _ E; soit directe, il faut et il suffit que :
i=1

n n
pour toute famille (xi)ici<n € [[E, > xi=0 = Vi€ [1;n], x; =0.
=1 i=

Proposition 5

Pour que deux sous-espaces vectoriels £ et E; de E soient en somme directe, il faut et il suffit que :
ENE = {0}

A Cela ne se généralise pas a plus de deux sous-espaces vectoriels.

Exemple

Dans R? muni d’une base (e, ), soient F = Re;, G = Re; et H=R(e; + ;) : on a
bien FN GN H = {0} mais la somme F 4+ G + H n’est PAS directe : le vecteur e + e,
par exemple, peut se décomposer de plusieurs facons différentes :
at+e=2ea+2e+(—(ate))=—a+(-e)t+2(a+e).
S NS
eFr €G6 €H €F €G €H
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Somme de s.e.v
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Proposition 6: Associativité de la somme directe

n
Pour que la somme > E; soit directe, il faut et il suffit que :
=

il existe/pour tout j € [1;n] , > E; est directe et > E; et Ej sont en somme directe.
1<i<n 1<i<n

i# i
Démonstration

n
@ Supposons que la somme Y E; est directe, et soit j € [1; n].
=
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Proposition 6: Associativité de la somme directe

n
Pour que la somme > E; soit directe, il faut et il suffit que :
i=
il existe/pour tout j € [1;n] , > E; est directe et > E; et Ej sont en somme directe.
1<i<n 1<i<n
# #

Démonstration

n
@ Supposons que la somme Y E; est directe, et soit j € [1; n].
=

n
o La somme Y E; est directe, car si Y x; = 0 avec x; € E; pour tout i # j, alors > x; = 0 en
i i i=
posant x; = 0, d'otl x; = 0 pour tout i.
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Proposition 6: Associativité de la somme directe

n
Pour que la somme > E; soit directe, il faut et il suffit que :
i=
il existe/pour tout j € [1;n] , > E; est directe et > E; et Ej sont en somme directe.
1<i<n 1<i<n
# #

Démonstration

n
@ Supposons que la somme Y E; est directe, et soit j € [1; n].
=

n
o La somme Y E; est directe, car si Y x; = 0 avec x; € E; pour tout i # j, alors > x; = 0 en
i i i=
posant x; = 0, d'otl x; = 0 pour tout i.
o Montrons que la somme E; 4 (Z E,-) est directe :
iZj
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Proposition 6: Associativité de la somme directe

n
Pour que la somme > E; soit directe, il faut et il suffit que :
i=
il existe/pour tout j € [1;n] , > E; est directe et > E; et Ej sont en somme directe.
1<i<n 1<i<n

i# i
Démonstration

n
@ Supposons que la somme Y E; est directe, et soit j € [1; n].
=

n
o La somme Y E; est directe, car si Y x; = 0 avec x; € E; pour tout i # j, alors > x; = 0 en
i % =1
posant x; = 0, d'otl x; = 0 pour tout i.
o Montrons que la somme E; 4 (Z E,-) est directe :
i#
Sixi+y=0avecx; € Ejety € Z Ej, alors on peut écrire y = Zx,- avec x; € E; pour tout
i#j i#
n
i #j, dou >~ x; = 0 dott x; = 0 pour tout i, donc x; =y = 0.

i=1
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Proposition 6: Associativité de la somme directe

n
Pour que la somme > E; soit directe, il faut et il suffit que :
=

il existe/pour tout j € [1;n] , > E; est directe et > E; et Ej sont en somme directe.
1<i<n 1<i<n

iZj i#j

Démonstration

@ Réciproquement, s'il existe j € [1; n] telle que la condition de I'énoncé soit vérifiée, montrons que

n
ST E; est directe :

i=1
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Somme de s.e.v

Proposition 6: Associativité de la somme directe

n
Pour que la somme > E; soit directe, il faut et il suffit que :
i=

il existe/pour tout j € [1;n] , > E; est directe et > E; et Ej sont en somme directe.
1<i<n 1<i<n
i i

Démonstration

@ Réciproquement, s'il existe j € [1; n] telle que la condition de I'énoncé soit vérifiée, montrons que

n
ST E; est directe :

i=1

n
silon a > x; = 0 avec x; € Ej pour tout i, alors xj + y = 0 en posant y = >~ x;, donc x; =y = 0

= i#
puisque Ej + <Z E,-) est directe, puis y = > x; = 0 implique x; = 0 pour tout i 7 j puisque la
i7# i7#
somme »_ E; est directe.

i#
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Proposition 6: Associativité de la somme directe

n
Pour que la somme > E; soit directe, il faut et il suffit que :
=

il existe/pour tout j € [1;n] , > E; est directe et > E; et Ej sont en somme directe.
1<i<n 1<i<n

i# i
Démonstration

@ Réciproquement, s'il existe j € [1; n] telle que la condition de I'énoncé soit vérifiée, montrons que

n
ST E; est directe :

i=1

n
silon a > x; = 0 avec x; € Ej pour tout i, alors xj + y = 0 en posant y = >~ x;, donc x; =y = 0

= i#
puisque Ej + <Z E,') est directe, puis y = > x; = 0 implique x; = 0 pour tout i 7 j puisque la
i7# i7#
somme »_ E; est directe.

%
Finalement, on a bien x; = 0 pour tout i € [1; nJ.
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Proposition 6: Associativité de la somme directe

n
Pour que la somme > E; soit directe, il faut et il suffit que :
i=
il existe/pour tout j € [1;n] , > E; est directe et > E; et Ej sont en somme directe.
1<i<n 1<i<n
# #

Définition 7

n
n sous-espaces vectoriels (Ej)i<i<n de E sont dits supplémentaires si E = @ E;.
i=1
Cela équivaut a :

n n
Vx € E, A (xih<i<n € [1Ei tel que x =5 x;.
i=1

i=1
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Somme de s.e.v

Exemples

@ Dans le R-espace vectoriel A(R, R) des applications de R dans R, soit P 'ensemble des
applications paires, et Z 'ensemble des applications impaires.

Alors P et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de A(R, R).
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Somme de s.e.v

Exemples

@ Dans le R-espace vectoriel A(R, R) des applications de R dans R, soit P I'ensemble des
applications paires, et Z 'ensemble des applications impaires.

Alors P et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de A(R, R).

Démonstration

B Déj3, il ne faut pas oublier de démontrer que P et Z sont bien des sous-espaces vectoriels de A(R, R), méme si

cela est est assez élémentaire... (a faire).
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Somme de s.e.v

Exemples

@ Dans le R-espace vectoriel A(R, R) des applications de R dans R, soit P I'ensemble des
applications paires, et Z 'ensemble des applications impaires.

Alors P et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de A(R, R).

Démonstration

B Déj3, il ne faut pas oublier de démontrer que P et Z sont bien des sous-espaces vectoriels de A(R, R), méme si
cela est est assez élémentaire... (a faire).

B Démontrons ensuite qu'ils sont supplémentaires, en procédant par « analyse/synthése » (ou : « conditions
nécessaires/suffisantes » ou : « unicité/existence »).
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Somme de s.e.v

Exemples

@ Dans le R-espace vectoriel A(R, R) des applications de R dans R, soit P I'ensemble des
applications paires, et Z 'ensemble des applications impaires.

Alors P et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de A(R, R).

Démonstration
B Déj3, il ne faut pas oublier de démontrer que P et Z sont bien des sous-espaces vectoriels de A(R, R), méme si
cela est est assez élémentaire... (a faire).
B Démontrons ensuite qu'ils sont supplémentaires, en procédant par « analyse/synthése » (ou : « conditions
nécessaires/suffisantes » ou : « unicité/existence »).
@ Analyse (ou : condition nécessaire, unicité)
Soit f € A(R, R); supposons qu'il existe g € P et h € T telles que f = g + h.
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Somme de s.e.v

Exemples

@ Dans le R-espace vectoriel A(R, R) des applications de R dans R, soit P I'ensemble des
applications paires, et Z 'ensemble des applications impaires.

Alors P et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de A(R, R).

Démonstration
B Déj3, il ne faut pas oublier de démontrer que P et Z sont bien des sous-espaces vectoriels de A(R, R), méme si
cela est est assez élémentaire... (a faire).
B Démontrons ensuite qu'ils sont supplémentaires, en procédant par « analyse/synthése » (ou : « conditions
nécessaires/suffisantes » ou : « unicité/existence »).
@ Analyse (ou : condition nécessaire, unicité)
Soit f € A(R, R); supposons qu'il existe g € P et h € T telles que f = g + h. Alors pour tout x € R :
F() = g() +h(x) et f(—x) = g(=x) + h(—x) = g(x) — h(x)

d'ot l'on tire immédiatement :

Vx €R, g(x)= L’;(_X) et h(x) = M (*)
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Somme de s.e.v

Exemples

@ Dans le R-espace vectoriel A(R, R) des applications de R dans R, soit P I'ensemble des
applications paires, et Z 'ensemble des applications impaires.

Alors P et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de A(R, R).

Démonstration
B Déj3, il ne faut pas oublier de démontrer que P et Z sont bien des sous-espaces vectoriels de A(R, R), méme si
cela est est assez élémentaire... (a faire).
B Démontrons ensuite qu'ils sont supplémentaires, en procédant par « analyse/synthése » (ou : « conditions
nécessaires/suffisantes » ou : « unicité/existence »).
@ Analyse (ou : condition nécessaire, unicité)
Soit f € A(R, R); supposons qu'il existe g € P et h € T telles que f = g + h. Alors pour tout x € R :
F() = g() +h(x) et f(—x) = g(=x) + h(—x) = g(x) — h(x)

d'ou l'on tire immédiatement :
Vx €R, g(x)= L’;(_X) et h(x) = M (*)

g et h sont donc déterminées de fagon unique par les égalités ().
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Somme de s.e.v

Exemples

@ Dans le R-espace vectoriel A(R, R) des applications de R dans R, soit P I'ensemble des
applications paires, et Z 'ensemble des applications impaires.

Alors P et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de A(R, R).

Démonstration
B Déj3, il ne faut pas oublier de démontrer que P et Z sont bien des sous-espaces vectoriels de A(R, R), méme si
cela est est assez élémentaire... (a faire).
B Démontrons ensuite qu'ils sont supplémentaires, en procédant par « analyse/synthése » (ou : « conditions
nécessaires/suffisantes » ou : « unicité/existence »).
@ Analyse (ou : condition nécessaire, unicité)
Soit f € A(R, R); supposons qu'il existe g € P et h € T telles que f = g + h. Alors pour tout x € R :
f(x) =g(x) + h(x) et f(—x)=g(—x)+ h(—x) = g(x) — h(x)
d'ou l'on tire immédiatement :
Vx ER, g(x) = fi(x)ﬂ;(_x) et h(x) = fi(x)_zf(_x) ()
g et h sont donc déterminées de fagon unique par les égalités ().
@ Syntheése (ou : condition suffisante, existence)

Soit f € A(R, R). On peut alors définir 2 applications g et h de R dans R par les formules ().
Il est alors facile de vérifier que I'on a bien

f=g+h , gpare et himpaire.
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Somme de s.e.v

Exemples

@ Dans le R-espace vectoriel A(R, R) des applications de R dans R, soit P I'ensemble des
applications paires, et Z 'ensemble des applications impaires.

Alors P et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de A(R, R).

Démonstration
B Déj3, il ne faut pas oublier de démontrer que P et Z sont bien des sous-espaces vectoriels de A(R, R), méme si
cela est est assez élémentaire... (a faire).
B Démontrons ensuite qu'ils sont supplémentaires, en procédant par « analyse/synthése » (ou : « conditions
nécessaires/suffisantes » ou : « unicité/existence »).
@ Analyse (ou : condition nécessaire, unicité)
Soit f € A(R, R); supposons qu'il existe g € P et h € T telles que f = g + h. Alors pour tout x € R :
f(x) =g(x) + h(x) et f(—x)=g(—x)+ h(—x) = g(x) — h(x)
d'ou l'on tire immédiatement :
Vx ER, g(x) = fi(x)ﬂ;(_x) et h(x) = fi(x)_zf(_x) ()
g et h sont donc déterminées de fagon unique par les égalités ().
@ Syntheése (ou : condition suffisante, existence)
Soit f € A(R, R). On peut alors définir 2 applications g et h de R dans R par les formules ().
Il est alors facile de vérifier que I'on a bien

f=g+h , gpare et himpaire.

M Conclusion : toute application f € A(R, R) s'écrit de fagon unique comme somme d’'une application g € P et
h € Z, cela démontre que ces deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires.
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Exemples

@ Dans le R-espace vectoriel A(R, R) des applications de R dans R, soit P I'ensemble des
applications paires, et Z 'ensemble des applications impaires.

Alors P et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de A(R, R).
Q Soit A € K[X], tel que deg(A)=n+1, n€ N.

Alors K,[X] et K[X]A (ensemble des multiples de A) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
de K[X].
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Exemples

@ Dans le R-espace vectoriel A(R, R) des applications de R dans R, soit P I'ensemble des
applications paires, et Z 'ensemble des applications impaires.

Alors P et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de A(R, R).
Q Soit A € K[X], tel que deg(A)=n+1, n€ N.

Alors Kp[X] et K[X]A (ensemble des multiples de A) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
de K[X].

Démonstration

@ On vérifie facilement qu'il s’agit bien de sous-espaces vectoriels de K[X].
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Exemples

@ Dans le R-espace vectoriel A(R, R) des applications de R dans R, soit P I'ensemble des
applications paires, et Z 'ensemble des applications impaires.

Alors P et Z sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de A(R, R).
Q Soit A € K[X], tel que deg(A)=n+1, n€ N.

Alors Kp[X] et K[X]A (ensemble des multiples de A) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
de K[X].

Démonstration

@ On vérifie facilement qu'il s’agit bien de sous-espaces vectoriels de K[X].

@ D’aprés le résultat du cours sur la division euclidienne, tout polyndme P s’écrit de maniére unique
sous la forme P = AQ + R avec AQ € K[X].A et R € K,[X], ce qui prouve a la fois I'existence et
I'unicité de la décomposition.
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Définition 8

Une famille (x;)ie; d'un K-espace vectoriel E est dite génératrice de E si Vect((xi),-e,) =FE.

Cela équivaut a dire que tout vecteur de E est combinaison linéaire (finie) des x;, ou encore que E est
somme des sous-espaces vectoriels K.x;.
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Familles libres ...

Définition 8

Une famille (xj)ic; d'un K-espace vectoriel E est dite génératrice de E si Vect((xi);el) =i

Cela équivaut a dire que tout vecteur de E est combinaison linéaire (finie) des x;, ou encore que E est
somme des sous-espaces vectoriels K.x;.

Proposition 7

S i (xi)ies est génératrice de E, toute famille contenant les (x;) (sur-famille) est encore une famille
génératrice de E.
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Familles libres ...

Définition 8

Une famille (x;)ic; d’'un K-espace vectoriel E est dite génératrice de E si Vect((xi);el) =i

Cela équivaut a dire que tout vecteur de E est combinaison linéaire (finie) des x;, ou encore que E est
somme des sous-espaces vectoriels K.x;.

Proposition 7

S i (xi)ies est génératrice de E, toute famille contenant les (x;) (sur-famille) est encore une famille
génératrice de E.

Démonstration

Soit (xj)ie/uy une famille contenant la précédente. Par hypothése, tout vecteur x € E s'écrit sous la forme

X = Y_ Aix; avec les \; presque tous nuls, donc s’écrit aussi x = > Ajx; en ayant posé \; = 0 lorsque
i€l ielyj

i€l

Cela montre que la famille (xj)ic/u; est encore génératrice de E.
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Familles libres ...

Définition 8

Une famille (x;)ic; d’'un K-espace vectoriel E est dite génératrice de E si Vect((xi);el) =i

Cela équivaut a dire que tout vecteur de E est combinaison linéaire (finie) des x;, ou encore que E est
somme des sous-espaces vectoriels K.x;.

Proposition 7

S i (xi)ies est génératrice de E, toute famille contenant les (x;) (sur-famille) est encore une famille
génératrice de E.

Démonstration

Soit (xj)ie/uy une famille contenant la précédente. Par hypothése, tout vecteur x € E s'écrit sous la forme
x = Y Aix; avec les \; presque tous nuls, donc s'écrit aussi x = > Ajx; en ayant posé A\; = 0 lorsque

i€l i€y
i€
Cela montre que la famille (xj)ic/u; est encore génératrice de E.
Plus rapidement : par définition du sous-espace vectoriel engendré, il est clair que, si A et B sont deux
parties de E :

A C B = Vect(A) C Vect(B)

donc si A engendre E, on a Vect(A) = E puis si B contient A on en déduit Vect(B) D E soit Vect(B) = E
donc B engendre E.
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Familles libres ...

Définition 8

Une famille (x;)ic; d’'un K-espace vectoriel E est dite génératrice de E si VeCt((X,‘)fe[) =i

Cela équivaut a dire que tout vecteur de E est combinaison linéaire (finie) des x;, ou encore que E est
somme des sous-espaces vectoriels K.x;.

Proposition 7

S i (xi)ies est génératrice de E, toute famille contenant les (x;) (sur-famille) est encore une famille
génératrice de E.

Proposition 8

Soit (xj)ic/ une famille génératrice de E, ip € I et J =1 — {ip}.
Alors : (xi)iej est encore une famille génératrice de E si et seulement si xj, est combinaison linéaire des
(x1)ies-
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Familles libres ...

Définition 8

Une famille (xj)ic; d'un K-espace vectoriel E est dite génératrice de E si Vect((xi);e,) =L

Cela équivaut a dire que tout vecteur de E est combinaison linéaire (finie) des x;, ou encore que E est
somme des sous-espaces vectoriels K.x;.

Proposition 7

S i (xi)ies est génératrice de E, toute famille contenant les (x;) (sur-famille) est encore une famille
génératrice de E.
Proposition 8

Soit (xj)ic/ une famille génératrice de E, ip € I et J =1 — {ip}.

Alors : (xi)iej est encore une famille génératrice de E si et seulement si xj, est combinaison linéaire des
(xi)ies-

Démonstration

@ Si (xi)ien{ip} est génératrice, alors x;, est évidemment combinaison linéaire de cette famille!
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Familles libres ...

Définition 8

Une famille (xj)ic; d'un K-espace vectoriel E est dite génératrice de E si Vect((xi);e,) =L

Cela équivaut a dire que tout vecteur de E est combinaison linéaire (finie) des x;, ou encore que E est
somme des sous-espaces vectoriels K.x;.

Proposition 7

S i (xi)ies est génératrice de E, toute famille contenant les (x;) (sur-famille) est encore une famille
génératrice de E.

Proposition 8

Soit (xj)ic/ une famille génératrice de E, ip € I et J =1 — {ip}.
Alors : (xi)iej est encore une famille génératrice de E si et seulement si xj, est combinaison linéaire des
(x1)ies-

Démonstration
@ Si (xi)ien{ip} est génératrice, alors x;, est évidemment combinaison linéaire de cette famille!

@ Réciproquement, supposons (x;)ics génératrice et xj, combinaison linéaire des (x;),. Alors tout
x € E s'écrit sous la forme x = > \jx; (somme finie) donc x = >~ Ajx; + \j xj, sera encore
i€l iy
combinaison linéaire des (x;);,-
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Définition 9

@ Une famille finie (xj)i<i<n d’'un K-espace vectoriel E est dite libre si, pour toute famille (A )i<i<n
d’éléments de K :
n
Z)\,‘X,‘ZOE —Vie [[1;nl] , A =0k
=1

(on dit aussi que les (x;) sont linéairement indépendants).
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Familles libres ...

Définition 9

@ Une famille finie (xj)i<i<n d’'un K-espace vectoriel E est dite libre si, pour toute famille (A )i<i<n
d’éléments de K :
n
Z)\,‘X,‘ZOE —Vie [[1;n]] , A =0k
i=l

(on dit aussi que les (x;) sont linéairement indépendants).

O Une famille quelconque (x;j)ic; d'un K-espace vectoriel E est dite libre si toutes ses sous-familles
finies sont libres.
Cela équivaut a dire que, pour toute famille (\;);c; d’éléments de K a support fini, la relation

>~ Aixi = O implique A\; = Og pour tout i.
icl
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Définition 9

@ Une famille finie (xj)i<i<n d’'un K-espace vectoriel E est dite libre si, pour toute famille (A )i<i<n
d’éléments de K :
n
Z)\,‘X,‘ZOE —Vie [[1;n]] , A =0k
i=l

(on dit aussi que les (x;) sont linéairement indépendants).

O Une famille quelconque (x;j)ic; d'un K-espace vectoriel E est dite libre si toutes ses sous-familles
finies sont libres.
Cela équivaut a dire que, pour toute famille (\;);c; d’éléments de K a support fini, la relation
>~ Aixi = O implique A\; = Og pour tout i.
icl
© Une famille (xi)ie; d'un K-espace vectoriel E est dite liée si elle n’est pas libre, c'est-a-dire s'il existe
une famille (A;)ie/ d'éléments de K, a support fini, non tous nuls, telle que Y= A\jx; = O.
i€l
(on dit aussi que les (x;) sont linéairement dépendants).
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Exemples

@ Dans E = A(R%, R), soit, pour tout A € R, ey
Alors la famille (ex)rer est libre.
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Exemples

@ Dans E = A(R%, R), soit, pour tout A € R, ey : t — A,
Alors la famille (ex)rer est libre.

Démonstration

Conformément a la définition, il suffit de montrer que toute sous-famille finie (ey,,...,ex,) avec A; n
réels distincts, est libre.

et compléments sur les espaces vector
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.

Démonstration

Conformément a la définition, il suffit de montrer que toute sous-famille finie (ey,,...,ex,) avec A; n
réels distincts, est libre.

Les A étant distincts, on peut supposer Aj < - - - < A,. Supposons alors qu'il existe des réels «; tels que

n
> ajex; = 0 (0 désigne ici le vecteur nul de E, c’est-a-dire I'application nulle) c’est-a-dire
=

n
VteR:, S aith =0.

i=1
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.

Démonstration

Conformément a la définition, il suffit de montrer que toute sous-famille finie (ey,,...,ex,) avec A; n
réels distincts, est libre.

Les A étant distincts, on peut supposer Aj < - - - < A,. Supposons alors qu'il existe des réels «; tels que
n
> ajex; = 0 (0 désigne ici le vecteur nul de E, c’est-a-dire I'application nulle) c’est-a-dire
i=

n

VteR:, S aith =0.

i=1

Alors, en divisant par t*n (£ 0) :
n—1
VteR:, 3 aithim M +an =0.

i=1
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.

Démonstration

Conformément a la définition, il suffit de montrer que toute sous-famille finie (ey,,...,ex,) avec A; n
réels distincts, est libre.
Les A étant distincts, on peut supposer Aj < - - - < A,. Supposons alors qu'il existe des réels «; tels que

n
> ajex; = 0 (0 désigne ici le vecteur nul de E, c’est-a-dire I'application nulle) c’est-a-dire
=

n
VteR:, S aith =0.
i=1
Alors, en divisant par t*n (£ 0) :
n—I1
VteR:, 3 aithim M +an =0.
=

En faisant alors tendre t vers +o0o dans cette relation, on obtient (puisque A\j — \p, < 0), a, = 0.
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.

Démonstration
Conformément a la définition, il suffit de montrer que toute sous-famille finie (ey,,...,ex,) avec A; n
réels distincts, est libre.

Les A étant distincts, on peut supposer Aj < - - - < A,. Supposons alors qu'il existe des réels «; tels que

n
> ajex; = 0 (0 désigne ici le vecteur nul de E, c’est-a-dire I'application nulle) c’est-a-dire
=

n
VteR:, S aith =0.
i=1
Alors, en divisant par t*n (£ 0) :
n—I1
VteR:, 3 aithim M +an =0.
=
En faisant alors tendre t vers +o0o dans cette relation, on obtient (puisque A\j — \p, < 0), a, = 0.

Il suffit alors d'itérer le procédé (= faire une récurrence) pour démontrer que tous les «; sont nuls, ce qui
prouve la propriété énoncée (voir exemple suivant pour rédaction détaillée de la récurrence).
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t — A,
Alors la famille (ex)rer est libre.
© Dans E = A(R, R), soit, pour tout n € N, e,: t — cos(nt).

Alors la famille (en)nen est libre.
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.

© Dans E = A(R, R), soit, pour tout n € N, e,: t — cos(nt).

Alors la famille (en),en est libre.

Démonstration

Conformément a la définition, il suffit de montrer que toute sous-famille finie est libre, et puisque toute
sous-famille d’'une famille libre est libre (voir propriétés ci-dessous), il suffit en fait de démontrer que, pour
tout n € N, la famille (e, ..., en) est libre. Pour cela, procédons par récurrence sur n.

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vectol Septembre 2022



Familles libres ...

Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.
© Dans E = A(R, R), soit, pour tout n € N, e,: t — cos(nt).

Alors la famille (en),en est libre.

Démonstration

Conformément a la définition, il suffit de montrer que toute sous-famille finie est libre, et puisque toute
sous-famille d’'une famille libre est libre (voir propriétés ci-dessous), il suffit en fait de démontrer que, pour
tout n € N, la famille (e, ..., en) est libre. Pour cela, procédons par récurrence sur n.

. Le résultat est immédiat pour n = 0, puisqu'une famille formée d'un seul vecteur non nul est libre.
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.
© Dans E = A(R, R), soit, pour tout n € N, e,: t — cos(nt).

Alors la famille (en),en est libre.

Démonstration

Conformément a la définition, il suffit de montrer que toute sous-famille finie est libre, et puisque toute
sous-famille d’'une famille libre est libre (voir propriétés ci-dessous), il suffit en fait de démontrer que, pour
tout n € N, la famille (e, ..., en) est libre. Pour cela, procédons par récurrence sur n.

. Le résultat est immédiat pour n = 0, puisqu'une famille formée d'un seul vecteur non nul est libre.

. Supposons la propriété démontrée a l'ordre n — 1, c’est-a-dire (ep, . . . , e,—1) libre.
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.

© Dans E = A(R, R), soit, pour tout n € N, e,: t — cos(nt).

Alors la famille (en),en est libre.

Démonstration

Conformément a la définition, il suffit de montrer que toute sous-famille finie est libre, et puisque toute
sous-famille d’'une famille libre est libre (voir propriétés ci-dessous), il suffit en fait de démontrer que, pour

tout n € N, la famille (e, ..., en) est libre. Pour cela, procédons par récurrence sur n.
. Le résultat est immédiat pour n = 0, puisqu'une famille formée d'un seul vecteur non nul est libre.
. Supposons la propriété démontrée a l'ordre n — 1, c’est-a-dire (ep, . . . , e,—1) libre.
n
Si ag, . . ., aup sont des réels tels que > aer = 0 (0 désigne ici le vecteur nul de E, c’est-a-dire I'application
k=0
n
nulle) alors pour tout t € R: > aycos(kt) =0 (1),
k=0

PSI* (Lycée d’Arsonval)
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.
© Dans E = A(R, R), soit, pour tout n € N, e,: t — cos(nt).

Alors la famille (en),en est libre.

Démonstration

Conformément a la définition, il suffit de montrer que toute sous-famille finie est libre, et puisque toute
sous-famille d’'une famille libre est libre (voir propriétés ci-dessous), il suffit en fait de démontrer que, pour
tout n € N, la famille (e, ..., en) est libre. Pour cela, procédons par récurrence sur n.

. Le résultat est immédiat pour n = 0, puisqu'une famille formée d'un seul vecteur non nul est libre.
. Supposons la propriété démontrée a l'ordre n — 1, c’est-a-dire (ep, . . . , e,—1) libre.
n
Si ag, . . ., aup sont des réels tels que > aer = 0 (0 désigne ici le vecteur nul de E, c’est-a-dire I'application
k=0

n n
nulle) alors pour tout t € R : 3 aycos(kt) = 0 (1), puis en dérivant 2 fois : > k> cos(kt) =0 (2).
k=0 k=0

PSI* (Lycée d’Arsonval)
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.

© Dans E = A(R, R), soit, pour tout n € N, e,: t — cos(nt).

Alors la famille (en),en est libre.

Démonstration

Conformément a la définition, il suffit de montrer que toute sous-famille finie est libre, et puisque toute
sous-famille d’'une famille libre est libre (voir propriétés ci-dessous), il suffit en fait de démontrer que, pour
tout n € N, la famille (e, ..., en) est libre. Pour cela, procédons par récurrence sur n.

. Le résultat est immédiat pour n = 0, puisqu'une famille formée d'un seul vecteur non nul est libre.
. Supposons la propriété démontrée a l'ordre n — 1, c’est-a-dire (ep, . . . , e,—1) libre.
n
Si ag, . . ., aup sont des réels tels que > aer = 0 (0 désigne ici le vecteur nul de E, c’est-a-dire I'application
k=0
n n
nulle) alors pour tout t € R : 3 aycos(kt) = 0 (1), puis en dérivant 2 fois : > k> cos(kt) =0 (2).
=0 k=0

n
En calculant alors n* x (1) — (2), on obtient : V¢ € R, > (n* — k*)av cos(kt) = 0, d'ott l'on tire, compte tenu de
=0

I'hypothése de récurrence : Yk € [0;n — 1], (n* — K*)ax = 0 dott oy = 0.

=i
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.
© Dans E = A(R, R), soit, pour tout n € N, e,: t — cos(nt).

Alors la famille (en),en est libre.

Démonstration

Conformément a la définition, il suffit de montrer que toute sous-famille finie est libre, et puisque toute
sous-famille d’'une famille libre est libre (voir propriétés ci-dessous), il suffit en fait de démontrer que, pour
tout n € N, la famille (e, ..., en) est libre. Pour cela, procédons par récurrence sur n.

. Le résultat est immédiat pour n = 0, puisqu'une famille formée d'un seul vecteur non nul est libre.

. Supposons la propriété démontrée a l'ordre n — 1, c’est-a-dire (ep, . . . , e,—1) libre.
n
Si ag, . . ., aup sont des réels tels que > aer = 0 (0 désigne ici le vecteur nul de E, c’est-a-dire I'application
k=0

n n
nulle) alors pour tout t € R : 3 aycos(kt) = 0 (1), puis en dérivant 2 fois : > k> cos(kt) =0 (2).
k=0 k=0
n—1
En calculant alors n* x (1) — (2), on obtient : V¢ € R, > (n* — k*)av cos(kt) = 0, d'ott l'on tire, compte tenu de
=0
I'hypothése de récurrence : Yk € [0;n — 1], (n* — K*)ax = 0 dott oy = 0.
La relation (1) implique alors aussi c, = 0. Les ay sont donc tous nuls, ce qui démontre la propriété a l'ordre n et
achéve la récurrence.
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.

© Dans E = A(R, R), soit, pour tout n € N, e,: t — cos(nt).
Alors la famille (en),en est libre.

© Dans K[X], toute famille de polyndmes non nuls de degrés distincts est libre.
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.

© Dans E = A(R, R), soit, pour tout n € N, e,: t — cos(nt).
Alors la famille (en),en est libre.

© Dans K[X], toute famille de polyndmes non nuls de degrés distincts est libre.

Démonstration

Il suffit de le démontrer pour une famille finie, comme dans les exemples précédents.
Soit donc (P, ..., Pp) une famille de polyndmes non nuls de degrés distincts. Quitte a changer l'ordre, on
peut supposer deg P, < deg P, < --- < deg Py.
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.

© Dans E = A(R, R), soit, pour tout n € N, e,: t — cos(nt).
Alors la famille (en),en est libre.

© Dans K[X], toute famille de polyndmes non nuls de degrés distincts est libre.

Démonstration

Il suffit de le démontrer pour une famille finie, comme dans les exemples précédents.
Soit donc (P, ..., Pp) une famille de polyndmes non nuls de degrés distincts. Quitte a changer l'ordre, on
peut supposer deg P, < deg P, < --- < deg Py.

n

Si Al ..., \n sont des scalaires tels que > A\;P; = 0, on a nécessairement A, = 0 car sinon,
i=1

deg (Zn: )\jpj) = deg(A\nPn) = deg(Pn) # —oo.
=

i=
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.

© Dans E = A(R, R), soit, pour tout n € N, e,: t — cos(nt).
Alors la famille (en),en est libre.

© Dans K[X], toute famille de polyndmes non nuls de degrés distincts est libre.

Démonstration

Il suffit de le démontrer pour une famille finie, comme dans les exemples précédents.
Soit donc (P, ..., Pp) une famille de polyndmes non nuls de degrés distincts. Quitte a changer l'ordre, on
peut supposer deg P, < deg P, < --- < deg Py.

n

Si Al ..., \n sont des scalaires tels que > A\;P; = 0, on a nécessairement A, = 0 car sinon,
i=1

n

deg (Z jpj) = deg(A\nPn) = deg(Pn) # —oo.

i=l
n—1

Dot Y AiP; = 0, et on recommence... (=récurrence). Ainsi, tous les A; sont nuls, cqfd.
=
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Exemples

@ Dans E = A(R*,R), soit, pour tout A € R, ey : t A,
Alors la famille (ex)rer est libre.

© Dans E = A(R, R), soit, pour tout n € N, e,: t — cos(nt).
Alors la famille (en),en est libre.

© Dans K[X], toute famille de polyndmes non nuls de degrés distincts est libre.

Démonstration

Il suffit de le démontrer pour une famille finie, comme dans les exemples précédents.
Soit donc (P, ..., Pp) une famille de polyndmes non nuls de degrés distincts. Quitte a changer l'ordre, on
peut supposer deg P, < deg P, < --- < deg Py.

n

Si Al ..., \n sont des scalaires tels que > A\;P; = 0, on a nécessairement A, = 0 car sinon,
i=1

i=l1
n—1

Dot Y AiP; = 0, et on recommence... (=récurrence). Ainsi, tous les A; sont nuls, cqfd.
i=1

deg (Zn: )\jpj) = deg(A\nPn) = deg(Pn) # —oo.
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Q Les éléments d’'une famille libre sont nécessairement deux a deux distincts.
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Familles libres ...

Q Les éléments d’'une famille libre sont nécessairement deux a deux distincts.

© Toute sous-famille d’'une famille libre est libre. Toute sur-famille d’'une famille liée est liée.
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Familles libres ...

Q Les éléments d’'une famille libre sont nécessairement deux a deux distincts.
© Toute sous-famille d’'une famille libre est libre. Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

Q Une famille (x;)ic/ est liée si et seulement si il existe j € / tel que x; soit combinaison linéaire des
(x1)iet,iz-
Une famille (x;j)ic; est libre si aucun des x; n'est combinaison linéaire des autres.
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Q Les éléments d’'une famille libre sont nécessairement deux a deux distincts.
© Toute sous-famille d’'une famille libre est libre. Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

Q Une famille (x;)ic/ est liée si et seulement si il existe j € / tel que x; soit combinaison linéaire des
(x1)iet,iz-
Une famille (x;j)ic; est libre si aucun des x; n'est combinaison linéaire des autres.
Démonstration
o Sila famille (xi)ic/ est liée, il existe une famille (Aj)ic; d’éléments de K, a support fini, non tous

nuls, telle que > Aixi = Of.
icl

Il existe un \j # 0 dou : x; = — z#: ;\T}’:xh et x; est combinaison linéaire des (Xi)ic/,i.
i#
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Familles libres ...

Q Les éléments d’'une famille libre sont nécessairement deux a deux distincts.
© Toute sous-famille d’'une famille libre est libre. Toute sur-famille d’une famille liée est liée.
Q Une famille (x;)ic/ est liée si et seulement si il existe j € / tel que x; soit combinaison linéaire des
(x1)iet,iz-
Une famille (x;j)ic; est libre si aucun des x; n'est combinaison linéaire des autres.
Démonstration

o Sila famille (xi)ic/ est liée, il existe une famille (Aj)ic; d’éléments de K, a support fini, non tous
nuls, telle que > Aixi = Of.
icl
Il existe un \j # 0 dou : x; = — z#: %X” et x; est combinaison linéaire des (Xi)ic/,i.
i#

o Réciproquement, s'il existe j € I tel que x; est combinaison linéaire des (x;)i%j, on a x; = > pix; ol
i#j
la famille (14i)i; est a support fini, donc on a la combinaison linéaire non triviale x; — > p;x; = 0,
i#
et la famille est liée.
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Q Les éléments d’'une famille libre sont nécessairement deux a deux distincts.
© Toute sous-famille d’'une famille libre est libre. Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

Q Une famille (x;)ic/ est liée si et seulement si il existe j € / tel que x; soit combinaison linéaire des
(x1)iet,iz-
Une famille (x;j)ic; est libre si aucun des x; n'est combinaison linéaire des autres.

@ Soit (xj)i<ign une famille de vecteurs non nuls de E. Alors cette famille est libre si et seulement si la

n
somme > Kx; est directe.
=
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Familles libres ...

Q Les éléments d’'une famille libre sont nécessairement deux a deux distincts.
© Toute sous-famille d’'une famille libre est libre. Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

Q Une famille (x;)ic/ est liée si et seulement si il existe j € / tel que x; soit combinaison linéaire des
(x1)iet,iz-
Une famille (x;j)ic; est libre si aucun des x; n'est combinaison linéaire des autres.
@ Soit (xj)i<ign une famille de vecteurs non nuls de E. Alors cette famille est libre si et seulement si la
n
somme > Kx; est directe.
i=l

Démonstration

n n
En effet, si la somme > Kx; est directe et si l'on a des scalaires \; tels que > Aix; = O, alors pour tout
= i=1
i € [1; n], Aixi = 0 par caractérisation d'une somme directe (théoréme 4) donc tous les A; sont nuls
puisque I'on a supposé les x; non nuls. Réciproque similaire.
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Familles libres ...

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vector



Familles libres ...

Proposition 9

Soit (xj)ie/ une famille libre d'un K-espace vectoriel E, et y € E tel que {y} U {x; | i € I} soit liée.

Alors y est combinaison linéaire des x;j, de maniére unique.

Démonstration

Dire que la famille {y} U {x; | i € I} est liée signifie :

Il existe une famille {u} U {\i | i € I} a support fini de scalaires non tous nuls telle que > A\ixj + py =0
i€l
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Familles libres ...

Proposition 9

Soit (xj)ie/ une famille libre d'un K-espace vectoriel E, et y € E tel que {y} U {x; | i € I} soit liée.

Alors y est combinaison linéaire des x;j, de maniére unique.

Démonstration

Dire que la famille {y} U {x; | i € I} est liée signifie :

Il existe une famille {u} U {\i | i € I} a support fini de scalaires non tous nuls telle que > A\ixj + py =0
i€l

On ne peut pas avoir i = 0, sinon on aurait E Aixi = 0 d'ott \; = 0 pour tout i, puisque (X,‘),‘e[ est libre,
icl
ce qui contredit 'hypothése que les scalaires ne sont pas tous nuls.
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Familles libres ...

Proposition 9

Soit (xj)ie/ une famille libre d'un K-espace vectoriel E, et y € E tel que {y} U {x; | i € I} soit liée.
Alors y est combinaison linéaire des x;j, de maniére unique.

Démonstration

Dire que la famille {y} U {x; | i € I} est liée signifie :

Il existe une famille {u} U {\i | i € I} a support fini de scalaires non tous nuls telle que > A\ixj + py =0
i€l

On ne peut pas avoir i = 0, sinon on aurait E Aixi = 0 d'ott \; = 0 pour tout i, puisque (X,‘),‘e[ est libre,
icl
ce qui contredit 'hypothése que les scalaires ne sont pas tous nuls.

Onadoncy = —ﬁ >~ Aixi, et y est bien combinaison linéaires des (x;)ie;.
i€l
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Familles libres ...

Proposition 9

Soit (xj)ie/ une famille libre d'un K-espace vectoriel E, et y € E tel que {y} U {x; | i € I} soit liée.

Alors y est combinaison linéaire des x;j, de maniére unique.

Démonstration
Dire que la famille {y} U {x; | i € I} est liée signifie :
Il existe une famille {u} U {\i | i € I} a support fini de scalaires non tous nuls telle que > A\ixj + py =0
iel
On ne peut pas avoir i = 0, sinon on aurait E Aixi = 0 d'ott \; = 0 pour tout i, puisque (X,‘),‘e[ est libre,
icl
ce qui contredit 'hypothése que les scalaires ne sont pas tous nuls.
Onadoncy = —ﬁ >~ Aixi, et y est bien combinaison linéaires des (x;)ie;.
icl
Cette écriture est unique, puisque > A\jx; = Y pix; implique Y (Ai — pi)x; = 0 dou A\; = p; pour tout i
icl icl i€l
puisque la famille est libre.
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Familles libres ...

x1 = 0 ou I\ € K tel que x, = Axi.
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Familles libres ...

Proposition 9

Soit (xj)ie/ une famille libre d'un K-espace vectoriel E, et y € E tel que {y} U {x; | i € I} soit liée.

Alors y est combinaison linéaire des x;j, de maniére unique.

Corollaire:
Une famille de deux éléments {x, xo} dans un K-espace vectoriel E est liée si et seulement si :

x1 = 0 ou I\ € K tel que x, = Axi.

Démonstration

@ Supposons la condition de I'énoncé réalisée.
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Familles libres ...

Proposition 9

Soit (xj)ie/ une famille libre d'un K-espace vectoriel E, et y € E tel que {y} U {x; | i € I} soit liée.

Alors y est combinaison linéaire des x;j, de maniére unique.

Corollaire:
Une famille de deux éléments {x, xo} dans un K-espace vectoriel E est liée si et seulement si :

x1 = 0 ou I\ € K tel que x, = Axi.

Démonstration

@ Supposons la condition de I'énoncé réalisée.

Alors si xj = O, la famille {x;, x} est évidemment liée, et si x, = Ax; alors I.x, — A.x; = O donc il existe une
combinaison linéaire non triviale de xi et x, qui est égale a 0g, donc {x, x, } est liées.
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Familles libres ...

Proposition 9

Soit (xj)ie/ une famille libre d'un K-espace vectoriel E, et y € E tel que {y} U {x; | i € I} soit liée.

Alors y est combinaison linéaire des x;j, de maniére unique.

Corollaire:
Une famille de deux éléments {x, xo} dans un K-espace vectoriel E est liée si et seulement si :

x1 = 0 ou I\ € K tel que x, = Axi.

Démonstration

@ Supposons la condition de I'énoncé réalisée.

Alors si xj = O, la famille {x;, x} est évidemment liée, et si x, = Ax; alors I.x, — A.x; = O donc il existe une
combinaison linéaire non triviale de xi et x, qui est égale a 0g, donc {x, x, } est liées.

@ La réciproque est un cas particulier de la proposition précédente, puisque lorsque x; # O, la famille {x} est libre.
Remarque : Si (xi)ic; est une famille liées, on sait qu'il existe un indice j tel que x; soit combinaison
liénaire des autres vecteurs de la famille, mais on ne sait pas lequel (ou lesquels) a priori.

La proposition précédente permet de préciser cela.
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Définition 10

Une famille d'un K-espace vectoriel E est appelée base de E si elle est a la fois libre et génératrice.
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Définition 10

Une famille d'un K-espace vectoriel E est appelée base de E si elle est a la fois libre et génératrice.

Théoréme 5
Pour une famille 8 = (e;)ic; d'un K-espace vectoriel E , les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est une base de E.

(ii) Tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments de 2.
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Définition 10

Une famille d'un K-espace vectoriel E est appelée base de E si elle est a la fois libre et génératrice.

Théoréme 5
Pour une famille # = (e;)ic; d’'un K-espace vectoriel E , les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est une base de E.

(ii) Tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments de 2.

Démonstration

@ (i) = (ii) : Soit Z = (ej)ics une base de E.
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Définition 10

Une famille d'un K-espace vectoriel E est appelée base de E si elle est a la fois libre et génératrice.

Théoréme 5
Pour une famille # = (e;)ic; d’'un K-espace vectoriel E , les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est une base de E.

(ii) Tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments de 2.

Démonstration

@ (i) = (ii) : Soit Z = (ej)ics une base de E.

o 2 étant génératrice, tout vecteur de E s'écrit bien comme combinaison linéaire des éléments de
B.
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Définition 10

Une famille d'un K-espace vectoriel E est appelée base de E si elle est a la fois libre et génératrice.

Théoréme 5
Pour une famille # = (e;)ic; d’'un K-espace vectoriel E , les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est une base de E.

(ii) Tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments de 2.

Démonstration

@ (i) = (ii) : Soit Z = (ej)ics une base de E.

o 2 étant génératrice, tout vecteur de E s'écrit bien comme combinaison linéaire des éléments de
B.
o et cette écriture est unique, car Y \jej = > piej = > (A\i — pi)ei =0 = A\j — puj = 0
i€l icl icl
pour tout i (car A est libre).
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Définition 10

Une famille d'un K-espace vectoriel E est appelée base de E si elle est a la fois libre et génératrice.

Théoréme 5
Pour une famille # = (e;)ic; d’'un K-espace vectoriel E , les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est une base de E.

(ii) Tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments de 2.

Démonstration

@ (i) = (ii) : Soit Z = (ej)ics une base de E.
o 2 étant génératrice, tout vecteur de E s'écrit bien comme combinaison linéaire des éléments de
B.
o et cette écriture est unique, car > Aiei = > pie => > (Ai — pi)ei =0 = A\j — pj =0
pour tout i (car A est libre). “ ! !
@ (i) = (i) :
Si (ii) est vérifiée, A est génératrice, et elle est libre car, par unicité de I'écriture,

S Aieg=0=>"Aiej = 0-e; = \; = 0 pour tout .
i€l i€l i€l
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Définition 10

Une famille d'un K-espace vectoriel E est appelée base de E si elle est a la fois libre et génératrice.

Théoréme 5
Pour une famille 8 = (e;)ic; d'un K-espace vectoriel E , les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est une base de E.

(ii) Tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments de 2.

Remarque : Si (ej)i<i<n est une famille de vecteurs non nuls de E, cette famille est une base de E si et

n
seulement si E = P Ke;.

i=1
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Définition 10

Une famille d'un K-espace vectoriel E est appelée base de E si elle est a la fois libre et génératrice.

Théoréme 5
Pour une famille # = (e;)ic; d’'un K-espace vectoriel E , les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est une base de E.

(ii) Tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des éléments de 2.

Remarque : Si (ej)i<i<n est une famille de vecteurs non nuls de E, cette famille est une base de E si et

n
seulement si E = P Ke;.

i=1
Définition 1

Soit Z = (ej)ics une base de E. Par définition, pour tout x € E, il existe une unique famille (x;)ic/
d’éléments de K, & support fini, telle que x = > xje;.
i€l
Les x; sont appelés les coordonnées de x dans la base A.
Les vecteurs xje; sont appelées les composantes de x dans cette base.
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Exemples

@ Une base de {0} est 0 (en effet, la famille {$} est libre et Vect ({0}) = {0}).
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Exemples

@ Une base de {0} est 0 (en effet, la famille {$} est libre et Vect ({0}) = {0}).

@ Base canonique de K" : il s’agit des vecteurs ¢ = (1,0,...,0,0), e = (0,1,0,...,0,0), ... ,
en_1 = (0,0,...,0,1,0), e, = (0,0,...,0,1).
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Exemples

@ Une base de {0} est @ (en effet, la famille {0} est libre et Vect ({0}) = {0}) .

@ Base canonique de K" : il s’agit des vecteurs ¢ = (1,0,...,0,0), e = (0,1,0,...,0,0), ... ,
en_1 = (0,0,...,0,1,0), e, = (0,0,...,0,1).

Démonstration

En effet tout vecteur x = (x,...,x,) de K" s’écrit de fagon unique (compte tenu de la définition des lois
dans l'espace vectoriel produit) sous la forme

n
x= () = 30 xie
i=1
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Exemples

@ Une base de {0} est {0} (en effet, la famille {#} est libre et Vect ({#}) = {0} .

@ Base canonique de K" : il s’agit des vecteurs ¢ = (1,0,...,0,0), e = (0,1,0,...,0,0), ... ,
en_1 = (0,0,...,0,1,0), e, = (0,0,...,0,1).

© Base canonique de K[X] : elle est formée des vecteurs X" pour n € N.
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Exemples

@ Une base de {0} est {0} (en effet, la famille {#} est libre et Vect ({#}) = {0} .

@ Base canonique de K" : il s’agit des vecteurs ¢ = (1,0,...,0,0), e = (0,1,0,...,0,0), ... ,
ep—1 = (0,0,...,0,1,0), es = (0,0,...,0,1).

© Base canonique de K[X] : elle est formée des vecteurs X" pour n € N.

Démonstration
En effet tout polynome P a coefficients dans K s’écrit de maniére unique sous la forme :
+oo
P= 3" anX"
n=0

ou les ap sont nuls a partir d’'un certain rang.
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Exemples

@ Une base de {0} est {0} (en effet, la famille {#} est libre et Vect ({#}) = {0} .

@ Base canonique de K" : il s’agit des vecteurs ¢ = (1,0,...,0,0), e = (0,1,0,...,0,0), ... ,
ep—1 = (0,0,...,0,1,0), es = (0,0,...,0,1).

© Base canonique de K[X] : elle est formée des vecteurs X" pour n € N.

@ Base canonique de K,[X] : elle est formée des vecteurs 1, X, X2, ..., X"~ X",
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Exemples

@ Une base de {0} est {0} (en effet, la famille {#} est libre et Vect ({#}) = {0} .

@ Base canonique de K" : il s’agit des vecteurs ¢ = (1,0,...,0,0), e = (0,1,0,...,0,0), ... ,
ep—1 = (0,0,...,0,1,0), es = (0,0,...,0,1).

© Base canonique de K[X] : elle est formée des vecteurs X" pour n € N.
@ Base canonique de K,[X] : elle est formée des vecteurs 1, X, X2, ..., X"~ X",

@ Il'y a d’autres bases trés utiles dans K,[X] :
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Exemples

@ Une base de {0} est {0} (en effet, la famille {#} est libre et Vect ({#}) = {0} .

@ Base canonique de K" : il s’agit des vecteurs ¢ = (1,0,...,0,0), e = (0,1,0,...,0,0), ... ,
ep—1 = (0,0,...,0,1,0), es = (0,0,...,0,1).

© Base canonique de K[X] : elle est formée des vecteurs X" pour n € N.
@ Base canonique de K,[X] : elle est formée des vecteurs 1, X, X2, ..., X"~ X",
@ Il'y a d’autres bases trés utiles dans K,[X] :

o Pour tout a € K, la famille des polynomes (X — a)* pour k € [0 ; n]. Cette famille peut étre par
exemple utilisée pour la démonstration de la formule de Taylor.
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Exemples

@ Une base de {0} est {0} (en effet, la famille {} est libre et Vect ({#}) = {0} .

@ Base canonique de K" : il s’agit des vecteurs ¢ = (1,0,...,0,0), e = (0,1,0,...,0,0), ... ,
ep—1 = (0,0,...,0,1,0), es = (0,0,...,0,1).

© Base canonique de K[X] : elle est formée des vecteurs X" pour n € N.

@ Base canonique de K,[X] : elle est formée des vecteurs 1, X, X2, ..., X"~ X",

@ Il'y a d’autres bases trés utiles dans K,[X] :

o Pour tout a € K, la famille des polynomes (X — a)* pour k € [0; n]. Cette famille peut étre par
exemple utilisée pour la démonstration de la formule de Taylor.

o La famille des polynomes de Hilbert (ou de Newton) : ce sont les polynomes Hy pour k € [0; ]

X(X=1)...(X—k+1)

définis par : Hy = 1et pour k > 1, H, = kl
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Exemples

@ Une base de {0} est {0} (en effet, la famille {} est libre et Vect ({#}) = {0} .

@ Base canonique de K" : il s’agit des vecteurs ¢ = (1,0,...,0,0), e = (0,1,0,...,0,0), ... ,
ep—1 = (0,0,...,0,1,0), es = (0,0,...,0,1).

© Base canonique de K[X] : elle est formée des vecteurs X" pour n € N.

@ Base canonique de K,[X] : elle est formée des vecteurs 1, X, X2, ..., X"~ X",

@ Il'y a d’autres bases trés utiles dans K,[X] :

o Pour tout a € K, la famille des polynomes (X — a)* pour k € [0; n]. Cette famille peut étre par
exemple utilisée pour la démonstration de la formule de Taylor.

o La famille des polynomes de Hilbert (ou de Newton) : ce sont les polynomes Hy pour k € [0; ]

X(X=1)...(X—k+1)

définis par : Hy = 1et pour k > 1, H, = kl

(Le fait qu'il s’agit bien de bases de K,[X] sera démontré un peu plus tard).
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Théoréme 6: Bases et sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel.

n
@ Soit (E)i<i<n une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que E = € E;.
=

n
Si, pour tout i € [1; n], % est une base de E;, alors les 8; sont deux a deux disjoints et 8 = |J Z; est une
i=1

base de E.
@ Soit 2 une base de E, et (ZBi)1<i<n une partition de 2.

n
Si, pour tout i € [1; n], E; = Vect(Z%;), alors E = € E;.
i=1
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Théoréme 6: Bases et sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel.

n
@ Soit (E)i<i<n une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que £ = €D E;.
=

n
Si, pour tout i € [1; n], % est une base de E;, alors les 8; sont deux a deux disjoints et 8 = |J Z; est une
i=1

base de E.
@ Soit Z une base de E, et (ZBi)1<i<n une partition de 2.

n
Si, pour tout i € [1; n], E; = Vect(Z%;), alors E = € E;.
i=1

Démonstration

Pour simplifier I'écriture, on se contentera de traiter le cas n = 2 (il suffirait ensuite de faire une simple
récurrence sur n, compte tenu de I'associativité de la somme directe).
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Théoréme 6: Bases et sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel.

n
@ Soit (E)i<i<n une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que £ = €D E;.
=

n
Si, pour tout i € [1; n], % est une base de E;, alors les 8; sont deux a deux disjoints et 8 = |J Z; est une
i=1

base de E.
@ Soit Z une base de E, et (ZBi)1<i<n une partition de 2.

n
Si, pour tout i € [1; n], E; = Vect(Z%;), alors E = € E;.
i=1

Démonstration

@ Supposons donc E = E @ E, et soit %B; une base de E (i =1, 2).
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Théoréme 6: Bases et sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel.

n
@ Soit (E)i<i<n une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que £ = €D E;.
=

n
Si, pour tout i € [1; n], % est une base de E;, alors les 8; sont deux a deux disjoints et 8 = |J Z; est une
i=1

base de E.
@ Soit Z une base de E, et (ZBi)1<i<n une partition de 2.

n
Si, pour tout i € [1; n], E; = Vect(Z%;), alors E = € E;.
i=1

Démonstration
@ Supposons donc E = E @ E, et soit %B; une base de E (i =1, 2).
o Six € BN By, alors x € E N E dou x = 0. Mais 0 ne peut appartenir & une base, donc %) N %, = 0.
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Théoréme 6: Bases et sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel.

n
@ Soit (E)i<i<n une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que £ = €D E;.
=

n
Si, pour tout i € [1; n], % est une base de E;, alors les 8; sont deux a deux disjoints et 8 = |J Z; est une
i=1

base de E.
@ Soit Z une base de E, et (ZBi)1<i<n une partition de 2.

n
Si, pour tout i € [1; n], E; = Vect(Z%;), alors E = € E;.
i=1

Démonstration
@ Supposons donc E = E @ E, et soit %B; une base de E (i =1, 2).

o Six € BN By, alors x € E N E dou x = 0. Mais 0 ne peut appartenir & une base, donc %) N %, = 0.

@ Six € E, on peut écrire x = xi + x; avec x; € E;. Or, pour i =1, 2, x; peut s’écrire comme combinaison
linéaire des vecteurs de 98;, donc x s’écrira comme combinaison linéaires des vecteurs de 28 = % U %,.
Ainsi, A est génératrice de E.
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Théoréme 6: Bases et sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel.

n
@ Soit (E)i<i<n une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que £ = €D E;.
=

n
Si, pour tout i € [1; n], % est une base de E;, alors les 8; sont deux a deux disjoints et 8 = |J Z; est une
i=1

base de E.
@ Soit Z une base de E, et (ZBi)1<i<n une partition de 2.

n
Si, pour tout i € [1; n], E; = Vect(Z%;), alors E = € E;.
i=1

Démonstration
@ Supposons donc E = E @ E, et soit %B; une base de E (i =1, 2).

o Six € BN By, alors x € E N E dou x = 0. Mais 0 ne peut appartenir & une base, donc %) N %, = 0.

@ Six € E, on peut écrire x = xi + x; avec x; € E;. Or, pour i =1, 2, x; peut s’écrire comme combinaison
linéaire des vecteurs de 98;, donc x s’écrira comme combinaison linéaires des vecteurs de 28 = % U %,.
Ainsi, A est génératrice de E.

o Posons %) = (ej)icy et Bz = (ei)ic), avec h N h = 0, de sorte que B = (ei)ichur,. Il reste & démontrer
que 2 est libre.
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Théoréme 6: Bases et sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel.

n
@ Soit (E)i<i<n une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que £ = €D E;.
=

n
Si, pour tout i € [1; n], % est une base de E;, alors les 8; sont deux a deux disjoints et 8 = |J Z; est une
i=1

base de E.
@ Soit Z une base de E, et (ZBi)1<i<n une partition de 2.

n
Si, pour tout i € [1; n], E; = Vect(Z%;), alors E = € E;.
i=1

Démonstration

@ Supposons donc E = E @ E, et soit %B; une base de E (i =1, 2).

o Six € BN By, alors x € E N E dou x = 0. Mais 0 ne peut appartenir & une base, donc %) N %, = 0.
@ Six € E, on peut écrire x = xi + x; avec x; € E;. Or, pour i =1, 2, x; peut s’écrire comme combinaison
linéaire des vecteurs de 98;, donc x s’écrira comme combinaison linéaires des vecteurs de 28 = % U %,.
Ainsi, A est génératrice de E.
o Posons %) = (ej)icy et Bz = (ei)ic), avec h N h = 0, de sorte que B = (ei)ichur,. Il reste & démontrer
que 2 est libre.
Or,siona Y. Ajej =0, alors > Xie; = — > Aie; € 5N E, donc > Aje; = 0 puis A; = 0 pour tout
i€qUL ich i€h i€h
i € h puisque 2B, est libre, et, de méme, A\; = 0 pour tout i € b.
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Théoréme 6: Bases et sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel.

n
@ Soit (E)i<i<n une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que £ = €D E;.
=

n
Si, pour tout i € [1; n], % est une base de E;, alors les 8; sont deux a deux disjoints et 8 = |J Z; est une
i=1

base de E.
@ Soit Z une base de E, et (ZBi)1<i<n une partition de 2.

n
Si, pour tout i € [1; n], E; = Vect(Z%;), alors E = € E;.
i=1

Démonstration

© On reprend les hypothéses et notations de I'énoncé, avec i € {1,2}. Posons encore %) = (e;)icy et B2 = (ei)iey,
avec h N b = (), de sorte que B = (e;)ichup-
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Théoréme 6: Bases et sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel.

n
@ Soit (E)i<i<n une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que E = € E;.

=1
n
Si, pour tout i € [1; n], % est une base de E;, alors les 8; sont deux a deux disjoints et 8 = |J Z; est une
i=1
base de E.
@ Soit 2 une base de E, et (ZBi)1<i<n une partition de 2.

n
Si, pour tout i € [1; n], E; = Vect(Z%;), alors E = € E;.
i=1

Démonstration

© On reprend les hypothéses et notations de I'énoncé, avec i € {1,2}. Posons encore %) = (e;)icy et B2 = (ei)iey,
avec h N b = (), de sorte que B = (e;)ichup-

@ 2B étant une base de E, tout vecteur x de E s'écrit

x= > }\,-e,-:Z)\iei+Z)\i9i
i€hUL i€h i€h
N—— N —

=x =xp

avec xy € B, xo € B, do0 E = E + E.
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Théoréme 6: Bases et sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel.

n
@ Soit (E)i<i<n une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que £ = €D E;.
=

n
Si, pour tout i € [1; n], % est une base de E;, alors les 8; sont deux a deux disjoints et 8 = |J Z; est une
i=1

base de E.
@ Soit Z une base de E, et (ZBi)1<i<n une partition de 2.

n
Si, pour tout i € [1; n], E; = Vect(Z%;), alors E = € E;.
i=1

Démonstration

© On reprend les hypothéses et notations de I'énoncé, avec i € {1,2}. Posons encore %) = (e;)icy et B2 = (ei)iey,
avec h N b = (), de sorte que B = (e;)ichup-

@ 2B étant une base de E, tout vecteur x de E s'écrit
X = E Aiei = Z)\,-ef+2)\fe,-
i€hUL ich i€h
—— =
= =
avec xy € B, x; € E, do0 E = E + E.
o Six € E N E, il existe des scalaires \;, u; tels que x = > X\je; = > pie;, dou > vie; = 0 avec
i€h i€h i€hUh
vi = X\jpouri € hetv; = —p;pouri € bh.
2B étant libre, on en déduit v; = 0 pour tout i, dou x = 0. Ainsi, 5 N E = {0}.
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Théoréme 6: Bases et sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel.

n
@ Soit (E)i<i<n une famille de sous-espaces vectoriels de E telle que £ = €D E;.
=

n
Si, pour tout i € [1; n], % est une base de E;, alors les 8; sont deux a deux disjoints et 8 = |J Z; est une
i=1

base de E.
@ Soit Z une base de E, et (ZBi)1<i<n une partition de 2.

n
Si, pour tout i € [1; n], E; = Vect(Z%;), alors E = € E;.
i=1

Définition 12

On dit que ()i est une famille de bases adaptée a la décomposition de E en somme directe

n
E= @ E;.
i=1
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E.v de dim. finie

Définition 13

On dit qu'un K-espace vectoriel est de dimension finie s'il posséde une famille génératrice finie.
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E.v de dim. finie

Définition 13

On dit qu'un K-espace vectoriel est de dimension finie s'il posséde une famille génératrice finie.

Exemples

Q@ K", K,[X] sont de dimensions finies

Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vector



E.v de dim. finie

Définition 13

On dit qu'un K-espace vectoriel est de dimension finie s'il posséde une famille génératrice finie.

Exemples
Q@ K", K,[X] sont de dimensions finies
@ K[X] n'est pas de dimension finie.

En effet, sinon, il serait engendré par une famille finie de polyndmes (P, ..., P,); tout polyndme de
K[X] devrait étre combinaison linéaire des P;, donc de degré inférieur a [max deg(P)).

SIsn
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E.v de dim. finie

Définition 13

On dit qu'un K-espace vectoriel est de dimension finie s'il posséde une famille génératrice finie.

Exemples
Q@ K", K,[X] sont de dimensions finies
O K[X] n'est pas de dimension finie.

En effet, sinon, il serait engendré par une famille finie de polyndmes (P, ..., P,); tout polyndme de
K[X] devrait étre combinaison linéaire des P;, donc de degré inférieur a [max deg(P;).
IKn

Proposition 10

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, de toute famille génératrice de E on peut extraire une
famille génératrice finie.
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E.v de dim. finie

Définition 13

On dit qu'un K-espace vectoriel est de dimension finie s'il posséde une famille génératrice finie.

Exemples
Q@ K", K,[X] sont de dimensions finies
O K[X] n'est pas de dimension finie.

En effet, sinon, il serait engendré par une famille finie de polyndmes (P, ..., P,); tout polyndme de
K[X] devrait étre combinaison linéaire des P;, donc de degré inférieur a [max deg(P;).
IKn

Proposition 10
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, de toute famille génératrice de E on peut extraire une

famille génératrice finie.

Démonstration
Par hypothése, E est engendré par une famille finie : E = Vect(y, . . ., yn)-
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E.v de dim. finie

Définition 13

On dit qu'un K-espace vectoriel est de dimension finie s'il posséde une famille génératrice finie.

Exemples

Q@ K", K,[X] sont de dimensions finies
O K[X] n'est pas de dimension finie.

En effet, sinon, il serait engendré par une famille finie de polyndmes (P, ..., P,); tout polyndme de
K[X] devrait étre combinaison linéaire des P;, donc de degré inférieur a [max deg(P;).
<ign

Proposition 10

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, de toute famille génératrice de E on peut extraire une
famille génératrice finie.

Démonstration

Par hypothése, E est engendré par une famille finie : E = Vect(y, . . ., yn)-
Soit (x;)ic/ une partie génératrice de E. Tout y; peut donc s'écrire comme combinaison linéaire (finie) des vecteurs de
cette famille :
yj = > A\jix; ou /; est une partie finie de /
icl;
l
donc les y; appartiennent tous a Vect({x;, i € hU b U ... U }).
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E.v de dim. finie

Définition 13

On dit qu'un K-espace vectoriel est de dimension finie s'il posséde une famille génératrice finie.

Exemples

Q@ K", K,[X] sont de dimensions finies
O K[X] n'est pas de dimension finie.

En effet, sinon, il serait engendré par une famille finie de polynémes (P, ..., P,); tout polyndome de
K[X] devrait étre combinaison linéaire des P;, donc de degré inférieur a [max deg(P;).
<ign

Proposition 10

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, de toute famille génératrice de E on peut extraire une
famille génératrice finie.

Démonstration

Par hypothése, E est engendré par une famille finie : E = Vect(y, . . ., yn)-
Soit (x;)ic/ une partie génératrice de E. Tout y; peut donc s'écrire comme combinaison linéaire (finie) des vecteurs de
cette famille :
yj = > A\jix; ou /; est une partie finie de /
i€l
donc les y; appartiennent tous a Vect({x;, i € hU b U ... U }).
E étant engendré par les y; est donc aussi engendré par {x;,i € U b U ... U I}, qui est bien une famille finie extraite

de (xi)ies -
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E.v de dim. finie

Définition 13

On dit qu'un K-espace vectoriel est de dimension finie s'il posséde une famille génératrice finie.

Exemples
Q@ K", K,[X] sont de dimensions finies
O K[X] n'est pas de dimension finie.

En effet, sinon, il serait engendré par une famille finie de polyndmes (P, ..., P,); tout polyndme de
K[X] devrait étre combinaison linéaire des P;, donc de degré inférieur a [max deg(P;).
IKn

Proposition 10

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, de toute famille génératrice de E on peut extraire une
famille génératrice finie.

Théoréme 7

Si E est engendré par une famille de cardinal n, toute famille possédant au moins n + 1 vecteurs est liée.
(soit encore : toute famille libre est de cardinal inférieur ou égal a n).
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Démonstration

Supposons E = Vect(y, . . -, yn). Puisque toute famille contenant une famille liée est elle aussi liée, il suffit,

pour démontrer le théoréme, de montrer que toute famille de n -+ 1 vecteurs est liée.
Procédons par récurrence sur n :
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Démonstration

Supposons E = Vect(y, . . -, yn). Puisque toute famille contenant une famille liée est elle aussi liée, il suffit,
pour démontrer le théoréme, de montrer que toute famille de n -+ 1 vecteurs est liée.
Procédons par récurrence sur n :
@ Pour n=1,0naE = Vect(y) et, si x1 # xo € E, il existe \j # Xz tels que xy = Ay et x2 = Aay, d'ou
Aaxi — Aixe = 0 et {x;, x2 } est liée (\ et X2 ne pouvant étre tous les 2 nuls puisque distincts).
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Démonstration

Supposons E = Vect(y, . . -, yn). Puisque toute famille contenant une famille liée est elle aussi liée, il suffit,

pour démontrer le théoréme, de montrer que toute famille de n -+ 1 vecteurs est liée.
Procédons par récurrence sur n :

@ Pour n=1,0naE = Vect(y) et, si x1 # xo € E, il existe \j # Xz tels que xy = Ay et x2 = Aay, d'ou
Aaxi — Aixe = 0 et {x;, x2 } est liée (\ et X2 ne pouvant étre tous les 2 nuls puisque distincts).

@ Supposons le résultat acquis a l'ordre n — 1. Soit alors E = Vect(y, - . ., yn), et xi, . .., Xpp1 € E.

Il existe des scalaires \j; tels que :

Vie[in+10, xi =3 Ny (%)
=
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Démonstration

Supposons E = Vect(y, . . -, yn). Puisque toute famille contenant une famille liée est elle aussi liée, il suffit,

pour démontrer le théoréme, de montrer que toute famille de n -+ 1 vecteurs est liée.
Procédons par récurrence sur n :

@ Pour n=1,0naE = Vect(y) et, si x1 # xo € E, il existe \j # Xz tels que xy = Ay et x2 = Aay, d'ou
Aaxi — Aixe = 0 et {x;, x2 } est liée (\ et X2 ne pouvant étre tous les 2 nuls puisque distincts).

@ Supposons le résultat acquis a l'ordre n — 1. Soit alors E = Vect(y, - . ., yn), et xi, . .., Xpp1 € E.
Il existe des scalaires \j; tels que :

Vie[in+10, xi =3 Ny (%)
=

o Sitous les \j sont nuls, alors tous les x; sont nuls, et la famille (xi, . .., x,11) est liée!
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Démonstration

Supposons E = Vect(y, . . -, yn). Puisque toute famille contenant une famille liée est elle aussi liée, il suffit,

pour démontrer le théoréme, de montrer que toute famille de n -+ 1 vecteurs est liée.
Procédons par récurrence sur n :

@ Pour n=1,0naE = Vect(y) et, si x1 # xo € E, il existe \j # Xz tels que xy = Ay et x2 = Aay, d'ou
Aaxi — Aixe = 0 et {x;, x2 } est liée (\ et X2 ne pouvant étre tous les 2 nuls puisque distincts).

@ Supposons le résultat acquis a l'ordre n — 1. Soit alors E = Vect(y, - . ., yn), et xi, . .., Xpp1 € E.
Il existe des scalaires \j; tels que :

Vie[in+10, xi =3 Ny (%)
=

o Sitous les \j sont nuls, alors tous les x; sont nuls, et la famille (xi, . .., x,11) est liée!

@ Sinon, il existe au moins un des \j qui est non nul, par exemple Ay (quitte a changer l'ordre des vecteurs,
pour simplifier les notations). On utilise alors la méthode du pivot :
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E.v de dim. finie

Démonstration

Supposons E = Vect(y, . . -, yn). Puisque toute famille contenant une famille liée est elle aussi liée, il suffit,

pour démontrer le théoréme, de montrer que toute famille de n -+ 1 vecteurs est liée.
Procédons par récurrence sur n :

@ Pour n=1,0naE = Vect(y) et, si x1 # xo € E, il existe \j # Xz tels que xy = Ay et x2 = Aay, d'ou
Aaxi — Aixe = 0 et {x;, x2 } est liée (\ et X2 ne pouvant étre tous les 2 nuls puisque distincts).

@ Supposons le résultat acquis a l'ordre n — 1. Soit alors E = Vect(y, - . ., yn), et xi, . .., Xpp1 € E.
Il existe des scalaires \j tels que :

Vie[in+10, xi =3 Ny (%)
=

o Sitous les \j sont nuls, alors tous les x; sont nuls, et la famille (xi, . .., x,11) est liée!

@ Sinon, il existe au moins un des \j qui est non nul, par exemple Ay (quitte a changer l'ordre des vecteurs,
pour simplifier les notations). On utilise alors la méthode du pivot :

A
Dans le systéme (), on effectue les opérations L; <— L; — )\—“L1 pour i € [2; n+1]. On obtient :

Ai 0 Ai
VieRin+1], x— x=2 (A/‘i - JN/) Y
Anl = An
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E.v de dim. finie

Démonstration

Supposons E = Vect(y, . . -, yn). Puisque toute famille contenant une famille liée est elle aussi liée, il suffit,

pour démontrer le théoréme, de montrer que toute famille de n -+ 1 vecteurs est liée.
Procédons par récurrence sur n :

@ Pour n=1,0naE = Vect(y) et, si x1 # xo € E, il existe \j # Xz tels que xy = Ay et x2 = Aay, d'ou
Aaxi — Aixe = 0 et {x;, x2 } est liée (\ et X2 ne pouvant étre tous les 2 nuls puisque distincts).

@ Supposons le résultat acquis a l'ordre n — 1. Soit alors E = Vect(y, - . ., yn), et xi, . .., Xpp1 € E.
Il existe des scalaires \j tels que :

Vie[in+10, xi =3 Ny (%)
=

Si tous les \j sont nuls, alors tous les x; sont nuls, et la famille (xi, . .., x,11) est liée!

Sinon, il existe au moins un des \j qui est non nul, par exemple Ay (quitte a changer l'ordre des vecteurs,
pour simplifier les notations). On utilise alors la méthode du pivot :

A
Dans le systéme (), on effectue les opérations L; <— L; — )\—“L1 pour i € [2; n+1]. On obtient :

Ai 0 Ai
VieRin+1], x— x=2 (A/‘i - JN/) Y
Anl g An

A
Ainsi, les vecteurs x; — )\—nm pour i € [2; n+ 1] forment-ils un systéme de n vecteurs de Vect (y2, . . ., yn).
1

n—1 vecteurs
D’aprés 'hypothése de récurrence, ils sont liés. Il existe donc des scalaires v, . . ., p1 noN tous nuls tels
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E.v de dim. finie

Démonstration

Supposons E = Vect(y, . . -, yn). Puisque toute famille contenant une famille liée est elle aussi liée, il suffit,

pour démontrer le théoréme, de montrer que toute famille de n -+ 1 vecteurs est liée.
Procédons par récurrence sur n :

@ Pour n=1,0naE = Vect(y) et, si x1 # xo € E, il existe \j # Xz tels que xy = Ay et x2 = Aay, d'ou
Aaxi — Aixe = 0 et {x;, x2 } est liée (\ et X2 ne pouvant étre tous les 2 nuls puisque distincts).

@ Supposons le résultat acquis a l'ordre n — 1. Soit alors E = Vect(y, - . ., yn), et xi, . .., Xpp1 € E.
Il existe des scalaires \j tels que :

Vie[in+10, xi =3 Ny (%)
=

o Sitous les \j sont nuls, alors tous les x; sont nuls, et la famille (xi, . .., x,11) est liée!

@ Sinon, il existe au moins un des \j qui est non nul, par exemple Ay (quitte a changer l'ordre des vecteurs,
pour simplifier les notations). On utilise alors la méthode du pivot :

A
Dans le systéme (), on effectue les opérations L; <— L; — )\—“L1 pour i € [2; n+1]. On obtient :

Ai 0 Ai
VieRin+1], x— x=2 (A/‘i - JN/) Y
Anl g An

o An . ’ R
Ainsi, les vecteurs x; — Pl € [2; n+1] forment-ils un systéme de n vecteurs de Vect (y2, . . . , yn).
1
n—1 vecteurs
D’aprés 'hypothése de récurrence, ils sont liés. Il existe donc des scalaires v, . . ., p1 noN tous nuls tels
n+l i
que Yoo (x5 — —x | =
i= An

et, en développant cette expression, on obtient une combinaison linéaire des (x;)i<i<n+1 qui vaut 0 et &
coefficients non tous nuls, donc la famille (xi, . . ., xn41) est liée, ce qui achéve la récurrence.
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.

Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.
Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.

Démonstration

@ L est de cardinal fini d’aprés le théoréme précédent
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.
Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.

Démonstration

@ L est de cardinal fini d’aprés le théoréme précédent

@ On consideére alors 'ensemble X de toutes les familles libres B telles que £L C BC LU G.
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.
Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.

Démonstration
@ L est de cardinal fini d’aprés le théoréme précédent
@ On consideére alors 'ensemble X de toutes les familles libres B telles que £L C BC LU G.
o X # () puisque £ € X.
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.
Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.

Démonstration

@ L est de cardinal fini d’aprés le théoréme précédent
@ On considére alors 'ensemble X de toutes les familles libres B telles que L C BC LU G.

o X # () puisque L € X.

o Si E est engendré par n vecteurs, les éléments de X sont tous de cardinal < n d’aprés le th.
précédent. Lensemble des cardinaux des éléments de X est donc une partie non vide et majorée
de N, elle admet donc un plus grand élément, i.e qu'il existe dans X un élément de cardinal
maximum. Notons Z un tel élément, et montrons que % est une base de E.
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.
Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.

Démonstration

@ L est de cardinal fini d’aprés le théoréme précédent
@ On considére alors 'ensemble X de toutes les familles libres B telles que L C BC LU G.

o X # () puisque L € X.

o Si E est engendré par n vecteurs, les éléments de X sont tous de cardinal < n d’aprés le th.
précédent. Lensemble des cardinaux des éléments de X est donc une partie non vide et majorée
de N, elle admet donc un plus grand élément, i.e qu'il existe dans X un élément de cardinal
maximum. Notons Z un tel élément, et montrons que % est une base de E.

o 2 est libre par construction : Z € X.
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.
Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.

Démonstration

@ L est de cardinal fini d’aprés le théoréme précédent
@ On considére alors 'ensemble X de toutes les familles libres B telles que £L C BC LU G.

o X # () puisque L € X.

o Si E est engendré par n vecteurs, les éléments de X sont tous de cardinal < n d’aprés le th.
précédent. Lensemble des cardinaux des éléments de X est donc une partie non vide et majorée
de N, elle admet donc un plus grand élément, i.e qu'il existe dans X un élément de cardinal
maximum. Notons Z un tel élément, et montrons que # est une base de E.

o 2 est libre par construction : Z € X.

o Soitx € LUG et x ¢ . Alors L C BU{x} C LUG, et, puisque
card (#B U {x}) > card (B), B U {x} est liée.
2 étant libre, on en déduit que x € Vect(Z%).
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.
Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.

Démonstration

@ L est de cardinal fini d’aprés le théoréme précédent
@ On considére alors 'ensemble X de toutes les familles libres B telles que L C BC LU G.

o X # 0 puisque £ € X.

o Si E est engendré par n vecteurs, les éléments de X sont tous de cardinal < n d’aprés le th.
précédent. Lensemble des cardinaux des éléments de X est donc une partie non vide et majorée
de N, elle admet donc un plus grand élément, i.e qu'il existe dans X un élément de cardinal
maximum. Notons Z un tel élément, et montrons que % est une base de E.

o 2 est libre par construction : Z € X.
o Soitx € LUG et x ¢ . Alors L C BU{x} C LUG, et, puisque
card (#B U {x}) > card (B), B U {x} est liée.
2 étant libre, on en déduit que x € Vect(%).
Cela reste évidemment vrai si x € 4, donc, finalement, tout vecteur x de £ U G appartient
a Vect(Z). Donc Vect(L£L U G) C Vect(A), puis E = Vect(B) : A est génératrice de E.
N —

=E, car G gén.

Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vectol Septembre 2022



E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.
Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.

existe une base % de E t

Alors il elle que : £L C A.
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.

Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.

Démonstration

prendre G = E dans le théoréme précédent.
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.
Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.

Alors il existe une base & de E telle que : £L C A.

Corollaire:
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. De toute systéme générateur de E, on peut
extraire une base.
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.
Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E.
Alors il existe une base & de E telle que : £L C A.

Corollaire:
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. De toute systéme générateur de E, on peut
extraire une base.

Démonstration

prendre £ = () dans le théoréme précédent.
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.
Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.

0 un K-espace vectoriel de dimension finie,
Alors il existe une base & de E telle que : £L C A.
Corollaire:

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. De toute systéme générateur de E, on peut
extraire une base.

Corollaire:
Tout K-espace vectoriel de dimension finie posséde une base.

(si E = {0c}, une base de E est {0} ).
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.
Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E.
Alors il existe une base & de E telle que : £L C A.

Corollaire:
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. De toute systéme générateur de E, on peut
extraire une base.

Corollaire:
Tout K-espace vectoriel de dimension finie posséde une base.

(si E = {0c}, une base de E est {0} ).

Théoréme 9: de la dimension

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les bases de E ont méme cardinal.
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.
Alors L est de cardinal fini, et il existe une base & de E telle que : L C B C LUG.

orollaire:
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E.
Alors il existe une base & de E telle que : £L C A.

Corollaire:
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. De toute systéme générateur de E, on peut
extraire une base.

Corollaire:
Tout K-espace vectoriel de dimension finie posséde une base.

(si E = {0c}, une base de E est {0} ).

Théoréme 9: de la dimension

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les bases de E ont méme cardinal.

Démonstration
Soient # et #’ deux bases de E. En utilisant le théoréme 7, on a
o %' génératrice et Z libre = card(#) < card(#’)

d'ou Pégalité card(B) = card(Z’).
o B génératrice et %’ libre = card(#’) < card(%)
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E.v de dim. finie

Théoréme 8: de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E et G un systéme générateur de E.
Alors L est de cardinal fini, et il existe une base % de E telle que : L C & C LUG.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, £ un systéme libre de E.
Alors il existe une base & de E telle que : £L C A.

Corollaire:
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. De toute systéme générateur de E, on peut
extraire une base.

Corollaire:
Tout K-espace vectoriel de dimension finie posséde une base.

(si E = {0c}, une base de E est {0} ).

Théoréme 9: de la dimension

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les bases de E ont méme cardinal.

Définition 14

Ce nombre d’éléments commun s’appelle la dimension de E, notée dimg (E) ou dim(E).
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(Ks[X])=n+1
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(Ks[X])=n+1

Théoréme 10
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

@ Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(K,[X])=n+1

Théoréme 10

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

© Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

Démonstration

@ Soit L une famille libre de E.
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(K,[X])=n+1

Théoréme 10

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

© Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

Démonstration

@ Soit L une famille libre de E.
o card(L) < n a déja été fait.
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(K,[X])=n+1

Théoréme 10
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

© Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

Démonstration

@ Soit L une famille libre de E.
o card(L) < n a déja été fait.

o Sicard(L) = netsix ¢ L, card (LU {x}) = n+1donc LU {x} est liée donc x est
combinaison linéaire des vecteurs de L. Cette propriété reste évidemment vraie si x € L, et
finalement L engendre E : L est une famille génératrice, c’est donc une base de E.
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(K,[X])=n+1

Théoréme 10
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

© Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

Démonstration

@ Soit L une famille libre de E.
o card(L) < n a déja été fait.

o Sicard(L) = netsix ¢ L, card (LU {x}) = n+1donc LU {x} est liée donc x est
combinaison linéaire des vecteurs de L. Cette propriété reste évidemment vraie si x € L, et
finalement L engendre E : L est une famille génératrice, c’est donc une base de E.

@ Soit G une famille génératrice de E.
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(K,[X])=n+1

Théoréme 10
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

© Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

Démonstration

@ Soit L une famille libre de E.
o card(L) < n a déja été fait.

o Sicard(L) = netsix ¢ L, card (LU {x}) = n+1donc LU {x} est liée donc x est
combinaison linéaire des vecteurs de L. Cette propriété reste évidemment vraie si x € L, et
finalement L engendre E : L est une famille génératrice, c’est donc une base de E.

@ Soit G une famille génératrice de E.

o D’aprés un résultat précédent, on peut extraire de G une base. Comme toutes les bases de E
sont de cardinal n, on a card(G) > n.
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(K,[X])=n+1

Théoréme 10
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

© Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

Démonstration

@ Soit L une famille libre de E.
o card(L) < n a déja été fait.
o Sicard(L) = netsix ¢ L, card (LU {x}) = n+1donc LU {x} est liée donc x est

combinaison linéaire des vecteurs de L. Cette propriété reste évidemment vraie si x € L, et
finalement L engendre E : L est une famille génératrice, c’est donc une base de E.

@ Soit G une famille génératrice de E.

o D’aprés un résultat précédent, on peut extraire de G une base. Comme toutes les bases de E
sont de cardinal n, on a card(G) > n.

o Si G a exactement n éléments et si x € G, alors G \ {x} n'est pas génératrice (car de cardinal
< n). x ne peut donc pas étre combinaison linéaire des éléments de G \ {x} d’aprés la
proposition 8. G est donc aussi une famille libre (aucun de ses vecteurs n’est combinaison
linéaire des autres) et c’est une base.
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(Ks[X])=n+1

Théoréme 10
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

@ Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

Exemples importants

@ Toute famille de polynomes de degrés échelonnés de 0 a n est une base de K,[X].
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(K,[X])=n+1

Théoréme 10

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

© Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

Exemples importants

@ Toute famille de polynomes de degrés échelonnés de 0 a n est une base de K,[X].

Démonstration

En effet une telle famille est libre (déja vu), et elle est formée de n+ 1 éléments dans un espace vectoriel
de dimension n+ 1.
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(K,[X])=n+1

Théoréme 10
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

@ Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

Exemples importants
@ Toute famille de polynomes de degrés échelonnés de 0 a n est une base de K,[X].

O Plus généralement, si (Pp)nen est une famille de polyndomes tels que deg P, = n pour tout n, c’est
une base de K[X].
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(K,[X])=n+1

Théoréme 10

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

© Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

Exemples importants
@ Toute famille de polynomes de degrés échelonnés de 0 a n est une base de K,[X].

O Plus généralement, si (Pp)nen est une famille de polyndomes tels que deg P, = n pour tout n, c’est
une base de K[X].

Démonstration

Ce résultat n'est pas si immédiat et sa démonstration doit étre connue.
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(K,[X])=n+1

Théoréme 10

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

© Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

Exemples importants
@ Toute famille de polynomes de degrés échelonnés de 0 a n est une base de K,[X].
O Plus généralement, si (Pp)nen est une famille de polyndomes tels que deg P, = n pour tout n, c’est
une base de K[X].

Démonstration

Ce résultat n'est pas si immédiat et sa démonstration doit étre connue.

Si (Pn)nen est une famille de polyndmes tels que deg P, = n pour tout n, elle est libre (déja vu). De plus,
d’apres le résultat précédent, pour tout entier n, la famille (P )o<k<n est une base de Ky[X]
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(K,[X])=n+1

Théoréme 10
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

© Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

Exemples importants
@ Toute famille de polynomes de degrés échelonnés de 0 a n est une base de K,[X].

O Plus généralement, si (Pp)nen est une famille de polyndomes tels que deg P, = n pour tout n, c’est
une base de K[X].

Démonstration

Ce résultat n'est pas si immédiat et sa démonstration doit étre connue.

Si (Pn)nen est une famille de polyndmes tels que deg P, = n pour tout n, elle est libre (déja vu). De plus,
d’apres le résultat précédent, pour tout entier n, la famille (P )o<k<n est une base de Ky[X]

Donc si P est un polynéme quelconque de K[X], puisqu'il existe n € N tel que P € K,[X], P sera

combinaison linéaire des (Py)o<k<n donc la famille (Pi)ren est génératrice de K[X] et finalement c’en
est une base.
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(K,[X])=n+1

Théoréme 10
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

© Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

Exemples importants
@ Toute famille de polynomes de degrés échelonnés de 0 a n est une base de K,[X].

O Plus généralement, si (Pp)nen est une famille de polyndomes tels que deg P, = n pour tout n, c’est
une base de K[X].

© Toute famille de polynomes de valuations échelonnées de 0 a n est une base de K,[X].
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E.v de dim. finie

Exemples

dim({0}) =0 : dimc(C) =1; dimg(C)=2; dimg(K")=n; dimg(K,[X])=n+1

Théoréme 10
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
@ Toute famille libre de E a moins de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

© Toute famille génératrice de E a plus de n éléments; et si elle en a exactement n, c’est une base de E.

Exemples importants
@ Toute famille de polynomes de degrés échelonnés de 0 a n est une base de K,[X].

O Plus généralement, si (Pp)nen est une famille de polyndomes tels que deg P, = n pour tout n, c’est
une base de K[X].

© Toute famille de polynomes de valuations échelonnées de 0 a n est une base de K,[X].

Rappelons que la valuation d’'un polynéme P non nul, notée val(P), est le plus grand entier i tel que X’
divise P (autrement dit, c’est le degré du terme de plus bas degré de P, ou encore l'ordre de multiplicité de
0 comme racine de P). Lorsque P = 0 on pose val(0) = +oo.
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E.v de dim. finie

Toute famille de polynomes de valuations s de 0 a n est une base de K,[X].

Démonstration

Soient donc Py, Py, . .., P des polyndmes tels que val(P;) = k pour tout k € [[0; n].
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E.v de dim. finie

O Toute famille de polynomes de valuations échelonnées de 0 a n est une base de K,[X].

Démonstration

Soient donc Py, Py, . .., P des polyndmes tels que val(P;) = k pour tout k € [[0; n].
Il'y a n+1 polyndmes dans K,[X] de dimension n+ 1 donc pour montrer qu'il s’agit d'une base de K, [X]
il suffit de montrer que cette famille est libre.
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E.v de dim. finie

O Toute famille de polynomes de valuations échelonnées de 0 a n est une base de K,[X].

Démonstration

Soient donc Py, Py, . .., P des polyndmes tels que val(P;) = k pour tout k € [[0; n].
Il'y a n+1 polyndmes dans K,[X] de dimension n+ 1 donc pour montrer qu'il s’agit d'une base de K, [X]
il suffit de montrer que cette famille est libre.

n
Soient donc A, . .., Ap des scalaires tels que > AP = 0.
k=0

Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vecto Septembre 2022



E.v de dim. finie

O Toute famille de polynomes de valuations échelonnées de 0 a n est une base de K,[X].

Démonstration

Soient donc Py, Py, . .., P des polyndmes tels que val(P;) = k pour tout k € [[0; n].
Il'y a n+1 polyndmes dans K,[X] de dimension n+ 1 donc pour montrer qu'il s’agit d'une base de K, [X]
il suffit de montrer que cette famille est libre.

n
Soient donc A, . .., Ap des scalaires tels que > AP = 0.
k=0

n
En évaluant ce polyndme en 0 on obtient > A\ Pr(0) = 0, et puisque Pr(0) = 0 si k > 1(les Py pour
k=0
k > 1 sont de valuations > 1 donc divisibles par X) et puisque Py(0) # 0 (car Py de valuation nulle signifie
qu'il n'est pas divisible par X), on trouve Ay = 0.
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E.v de dim. finie

O Toute famille de polynomes de valuations échelonnées de 0 a n est une base de K,[X].

Démonstration

Soient donc Py, Py, . .., P des polyndmes tels que val(P;) = k pour tout k € [[0; n].
Il'y a n+1 polyndmes dans K,[X] de dimension n+ 1 donc pour montrer qu'il s’agit d'une base de K, [X]
il suffit de montrer que cette famille est libre.

n
Soient donc A, . .., Ap des scalaires tels que > AP = 0.
k=0

n
En évaluant ce polyndme en 0 on obtient > A\ Pr(0) = 0, et puisque Pr(0) = 0 si k > 1(les Py pour
k=0
k > 1 sont de valuations > 1 donc divisibles par X) et puisque Py(0) # 0 (car Py de valuation nulle signifie

qu ll n'est pas divisible par X), on trouve Ay = 0.

On a donc Z AP = 0 puis en dérivant : Z AP, = 0. Chaque polynome P; pour k > 1 est de valuation
k=1 k=1

k — 1 (car si 0 est racine d'ordre i d'un polynéme P, il est racine d'ordre i — 1 de P’), donc en évaluant de

nouveau en 0 on trouve A\; = 0 etc... (=récurrence, a rédiger pour les puristes).
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E.v de dim. finie

O Toute famille de polynomes de valuations échelonnées de 0 a n est une base de K,[X].

Démonstration

Soient donc Py, Py, . .., P des polyndmes tels que val(P;) = k pour tout k € [[0; n].
Il'y a n+1 polyndmes dans K,[X] de dimension n+ 1 donc pour montrer qu'il s’agit d'une base de K, [X]
il suffit de montrer que cette famille est libre.

n
Soient donc A, . .., Ap des scalaires tels que > AP = 0.
k=0

n
En évaluant ce polyndme en 0 on obtient > A\ Pr(0) = 0, et puisque Pr(0) = 0 si k > 1(les Py pour
k=0
k > 1 sont de valuations > 1 donc divisibles par X) et puisque Py(0) # 0 (car Py de valuation nulle signifie

qu ll n'est pas divisible par X), on trouve Ay = 0.

On a donc Z AP = 0 puis en dérivant : Z AP, = 0. Chaque polynome P; pour k > 1 est de valuation
k=1 k=1

k — 1 (car si 0 est racine d'ordre i d'un polynéme P, il est racine d'ordre i — 1 de P’), donc en évaluant de

nouveau en 0 on trouve A\; = 0 etc... (=récurrence, a rédiger pour les puristes).

On démontre ainsi que tous les Ay sont nuls, cqfd.
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E.v de dim. finie

Théoréme 11: Dimension d’un espace vectoriel produit

Soient E, E, . .., E, n K-espaces vectoriels de dimensions finies.

n
Alors T'espace vectoriel produit E = E X E, X ... X E, est de dimension finie et dim(E) = > dim(E;).
i=1
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E.v de dim. finie

Théoréme 11: Dimension d'un espace vectoriel produit

Soient E, E, . .., E, n K-espaces vectoriels de dimensions finies.

n
Alors T'espace vectoriel produit E = E X E, X ... X E, est de dimension finie et dim(E) = > dim(E;).

i=1

Démonstration

Il suffit bien sir de le démontrer pour n = 2 (ensuite, récurrence immédiate).
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E.v de dim. finie

Théoréme 11: Dimension d'un espace vectoriel produit

Soient E, E, . .., E, n K-espaces vectoriels de dimensions finies.

n
Alors T'espace vectoriel produit E = E X E, X ... X E, est de dimension finie et dim(E) = > dim(E;).
i=1

Démonstration
Il suffit bien sir de le démontrer pour n = 2 (ensuite, récurrence immédiate).

Dans ce cas, si (e}, ..., ep) est une base de E et (fi,...,fy) est une base de E, on vérifie aisément que
la famille

%= ((&,0), (2,0) ., (ep,0), (0, /), (0, ), - - -, (0, fp))

est une base de £ X E; .
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E.v de dim. finie

Théoréme 11: Dimension d'un espace vectoriel produit

Soient E, E, . .., E, n K-espaces vectoriels de dimensions finies.

n
Alors T'espace vectoriel produit E = E X E, X ... X E, est de dimension finie et dim(E) = > dim(E;).
i=1

Démonstration
Il suffit bien sir de le démontrer pour n = 2 (ensuite, récurrence immédiate).

Dans ce cas, si (e}, ..., ep) est une base de E et (fi,...,fy) est une base de E, on vérifie aisément que
la famille

%= ((&,0), (2,0) ., (ep,0), (0, /), (0, ), - - -, (0, fp))

est une base de £ X E; .

En effet, soit (x, y) un vecteur de £ X E. Il existe des scalaires \; et p; tels que
P q
x=_ Aiei et y=73 ufi.
i=1 j=1

P q

On aura alors : (x,y) = > Ai(ei, 0) + > (0, f;), ce qui montre que la famille 2 est génératrice de
i= =

E X E.
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E.v de dim. finie

Théoréme 11: Dimension d'un espace vectoriel produit

Soient E, E, . .., E, n K-espaces vectoriels de dimensions finies.

n
Alors T'espace vectoriel produit E = E X E, X ... X E, est de dimension finie et dim(E) = > dim(E;).
i=1

Démonstration
Il suffit bien sir de le démontrer pour n = 2 (ensuite, récurrence immédiate).

Dans ce cas, si (e}, ..., ep) est une base de E et (fi,...,fy) est une base de E, on vérifie aisément que
la famille

%= ((&,0), (2,0) ., (ep,0), (0, /), (0, ), - - -, (0, fp))

est une base de £ X E; .

En effet, soit (x, y) un vecteur de £ X E. Il existe des scalaires \; et p; tels que
P q
x=2 Xiei et y=3 uf.
i=1 j=1

P q

On aura alors : (x,y) = > Ai(ei, 0) + > (0, f;), ce qui montre que la famille 2 est génératrice de
i= j=1

E X E.

Le fait que cette famille est libre est tout aussi immédiat, car si

p q p q

S Xi(ei, 0) + gj]u,(o,ﬁ) = 0gxE = (05,0g), alors > Aje; = 0 et z:]lliﬁ =0, donc tous les \; et p;
i= = i= j=

sont nuls.
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Théoréme 12

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et F un sous-espace vectoriel de E.
@ F est de dimension finie, et dim(F) < dim(E).
© On a dim(E) = dim(F) si et seulement si E = F.
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Théoréme 12

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et F un sous-espace vectoriel de E.
@ F est de dimension finie, et dim(F) < dim(E).
© On a dim(E) = dim(F) si et seulement si E = F.

Démonstration

@ On consideére 'ensemble des systémes libres de F (il en existe au moins un, (). Ce sont aussi des
systémes libres de E, donc leur cardinal est majoré par dim E et il existe donc dans F un systéme
libre de cardinal maximum.

ons et compléments sur les espaces vectol Septembre 2022



Théoréme 12

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et F un sous-espace vectoriel de E.
@ F est de dimension finie, et dim(F) < dim(E).
© On a dim(E) = dim(F) si et seulement si E = F.

Démonstration

@ On consideére 'ensemble des systémes libres de F (il en existe au moins un, (). Ce sont aussi des
systémes libres de E, donc leur cardinal est majoré par dim E et il existe donc dans F un systéme
libre de cardinal maximum.

Notons-le . Si x est un élément de F qui n'appartient pas a %, 2 U {x} est lié par définition.
D’aprés la proposition 9, x est combinaison linéaire des vecteurs de %, donc # est aussi génératrice
de F, et c’est donc une base de F; par suite, F est de dimension finie.
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Théoréme 12

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et F un sous-espace vectoriel de E.
@ F est de dimension finie, et dim(F) < dim(E).

© On a dim(E) = dim(F) si et seulement si E = F.

Démonstration

@ On consideére 'ensemble des systémes libres de F (il en existe au moins un, (). Ce sont aussi des
systémes libres de E, donc leur cardinal est majoré par dim E et il existe donc dans F un systéme
libre de cardinal maximum.

Notons-le . Si x est un élément de F qui n'appartient pas a %, 2 U {x} est lié par définition.
D’aprés la proposition 9, x est combinaison linéaire des vecteurs de %, donc # est aussi génératrice
de F, et c’est donc une base de F; par suite, F est de dimension finie.

De plus, on a directement card(#) < dim E soit dim F < dim E.
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S.e.v en dim. finie

Théoréme 12

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et F un sous-espace vectoriel de E.
@ F est de dimension finie, et dim(F) < dim(E).
© On a dim(E) = dim(F) si et seulement si E = F.

Démonstration

@ On consideére 'ensemble des systémes libres de F (il en existe au moins un, (). Ce sont aussi des
systémes libres de E, donc leur cardinal est majoré par dim E et il existe donc dans F un systéme
libre de cardinal maximum.

Notons-le . Si x est un élément de F qui n'appartient pas a %, 2 U {x} est lié par définition.
D’aprés la proposition 9, x est combinaison linéaire des vecteurs de %, donc # est aussi génératrice
de F, et c’est donc une base de F; par suite, F est de dimension finie.

De plus, on a directement card(#) < dim E soit dim F < dim E.

@ SidimE =dimF et si Z est une base de F, c'est aussi une partie libre de E. Ayant dim E éléments,
c’est donc aussi une base de E d'ou Vect(#) = F = E.
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Théoréme 12

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et F un sous-espace vectoriel de E.

@ F est de dimension finie, et dim(F) < dim(E).
© On a dim(E) = dim(F) si et seulement si E = F.

Théoréme 13
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
@ Tout sous-espace vectoriel de E posséde (au moins) un supplémentaire.

O Si E = E @ B, dim(E)=dim(E)+dim(E).

© E =L @ E si et seulement si la réunion d'une base de E et d’'une base de E, est une base de E.
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S.e.v en dim. finie

Théoréme 12

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et F un sous-espace vectoriel de E.
@ F est de dimension finie, et dim(F) < dim(E).
© On a dim(E) = dim(F) si et seulement si E = F.

Théoréeme 13

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
@ Tout sous-espace vectoriel de E posséde (au moins) un supplémentaire.
O Si E = E @ B, dim(E)=dim(E)+dim(E).

© E =L @ E si et seulement si la réunion d'une base de E et d’'une base de E, est une base de E.

Démonstration

@ Soit F un sous-espace vectoriel de E. F étant de dimension finie posséde une base %). 4 est une
famille libre de E donc, d’aprés le théoréme de la base incompléte, il existe une famille %, telle que
% U B, soit une base de E.

Si on pose alors G = Vect(%,), on a E = F @ G d'aprésl e théoréme 6 : G est un supplémentaire de
F.
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S.e.v en dim. finie

Théoréme 12

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et F un sous-espace vectoriel de E.
@ F est de dimension finie, et dim(F) < dim(E).
© On a dim(E) = dim(F) si et seulement si E = F.

Théoréeme 13

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
@ Tout sous-espace vectoriel de E posséde (au moins) un supplémentaire.
O Si E = E @ B, dim(E)=dim(E)+dim(E).

© E =L @ E si et seulement si la réunion d'une base de E et d’'une base de E, est une base de E.

Démonstration

@ Soit F un sous-espace vectoriel de E. F étant de dimension finie posséde une base %). 4 est une
famille libre de E donc, d’aprés le théoréme de la base incompléte, il existe une famille %, telle que
% U B, soit une base de E.

Si on pose alors G = Vect(%,), on a E = F @ G d'aprésl e théoréme 6 : G est un supplémentaire de
F.

@ Avec les mémes notations, on a
dim E = card (%)) U %) = card(%) + card(%.) = dim E + dim E.
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S.e.v en dim. finie

Théoréme 12

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et F un sous-espace vectoriel de E.
@ F est de dimension finie, et dim(F) < dim(E).
© On a dim(E) = dim(F) si et seulement si E = F.

Théoréeme 13

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
@ Tout sous-espace vectoriel de E posséde (au moins) un supplémentaire.
O Si E = E @ B, dim(E)=dim(E)+dim(E).

© E =L @ E si et seulement si la réunion d'une base de E et d’'une base de E, est une base de E.

Démonstration

@ Soit F un sous-espace vectoriel de E. F étant de dimension finie posséde une base %). 4 est une
famille libre de E donc, d’aprés le théoréme de la base incompléte, il existe une famille %, telle que
% U B, soit une base de E.

Si on pose alors G = Vect(%,), on a E = F @ G d'aprésl e théoréme 6 : G est un supplémentaire de
F.

@ Avec les mémes notations, on a
dim E = card (%)) U %) = card(%) + card(%.) = dim E + dim E.

© Ce dernier point a déja été vu (théoréme 6) et n’est ici que pour rappel.
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S.e.v en dim. finie

Théoréme 14: Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E.
Alors E + E; est de dimension finie et :

dim(E + B) = dim(E) + dim(E) - dim(5 N E) .
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S.e.v en dim. finie

Théoréme 14: Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E.
Alors E + E; est de dimension finie et :

dim(E + B) = dim(E) + dim(E) - dim(5 N E) .

Démonstration

Tout d’abord, si G (resp. Gy) est une partie génératrice finie de E (resp. E), alors, puisque

E + E = Vect(E U E), G U G, est une partie génératrice finie de F; + E, donc E + E, est de dimension
finie.

Démontrons maintenant la formule.
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S.e.v en dim. finie

Théoréme 14: Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E.
Alors E + E; est de dimension finie et :

dim(E + B) = dim(E) + dim(E) - dim(5 N E) .

Démonstration

Tout d’abord, si G (resp. Gy) est une partie génératrice finie de E (resp. E), alors, puisque

E + E = Vect(E U E), G U G, est une partie génératrice finie de F; + E, donc E + E, est de dimension
finie.

Démontrons maintenant la formule.

@ Soit Ezl un supplémentaire de E N E, dans B : B, = (EN E) © EZ'. D’aprés le théoréme précédent, on a
dimE = dim(E N E) +dimE; (*).
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S.e.v en dim. finie

Théoréme 14: Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E.
Alors E + E; est de dimension finie et :

dim(E + B) = dim(E) + dim(E) - dim(5 N E) .

Démonstration

Tout d’abord, si G (resp. Gy) est une partie génératrice finie de E (resp. E), alors, puisque

E + E = Vect(E U E), G U G, est une partie génératrice finie de F; + E, donc E + E, est de dimension
finie.

Démontrons maintenant la formule.

@ Soit Ezl un supplémentaire de E N E, dans B : B, = (EN E) © EZ'. D’aprés le théoréme précédent, on a
dimE = dim(E N E) +dimE; (*).

@ Montrons que £, + E = £ @ Ez’.
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S.e.v en dim. finie

Théoréme 14: Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E.
Alors E + E; est de dimension finie et :

dim(E + B) = dim(E) + dim(E) - dim(5 N E) .

Démonstration

Tout d’abord, si G (resp. Gy) est une partie génératrice finie de E (resp. E), alors, puisque

E + E = Vect(E U E), G U G, est une partie génératrice finie de F; + E, donc E + E, est de dimension
finie.

Démontrons maintenant la formule.

@ Soit Ezl un supplémentaire de E N E, dans B : B, = (EN E) © EZ'. D’aprés le théoréme précédent, on a
dimE = dim(E N E) +dimE; (*).
@ Montrons que £, + E = £ @ Ez’.

@ La somme des sous-espaces vectoriels £ et E; est bien directe car 5 N Ej = 5N (B NE) = (5N E) NE = {0} (car
ENE et Ez, sont en somme directe).
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S.e.v en dim. finie

Théoréme 14: Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E.
Alors E + E; est de dimension finie et :

dim(E + B) = dim(E) + dim(E) - dim(5 N E) .

Démonstration

Tout d’abord, si G (resp. Gy) est une partie génératrice finie de E (resp. E), alors, puisque

E + E = Vect(E U E), G U G, est une partie génératrice finie de F; + E, donc E + E, est de dimension
finie.

Démontrons maintenant la formule.

@ Soit Ezl un supplémentaire de E N E, dans B : B, = (EN E) © EZ'. D’aprés le théoréme précédent, on a
dimE = dim(E N E) +dimE; (*).
@ Montrons que £, + E = £ @ Ez’.

@ La somme des sous-espaces vectoriels £ et E; est bien directe car 5 N Ej = 5N (B NE) = (5N E) NE = {0} (car
ENE et Ez, sont en somme directe).
@ Ej CEdonc £ +E CE+b.
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S.e.v en dim. finie

Théoréme 14: Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E.
Alors E + E; est de dimension finie et :

dim(E + B) = dim(E) + dim(E) - dim(5 N E) .

Démonstration

Tout d’abord, si G (resp. Gy) est une partie génératrice finie de E (resp. E), alors, puisque

E + E = Vect(E U E), G U G, est une partie génératrice finie de F; + E, donc E + E, est de dimension
finie.

Démontrons maintenant la formule.

@ Soit Ezl un supplémentaire de E N E, dans B : B, = (EN E) © EZ'. D’aprés le théoréme précédent, on a
dimE = dim(E N E) +dimE; (*).

@ Montrons que £, + E = £ @ Ez’.

@ La somme des sous-espaces vectoriels £ et E; est bien directe car 5 N Ej = 5N (B NE) = (5N E) NE = {0} (car
ENE et Ez, sont en somme directe).
@ Ej CEdonc £ +E CE+b.
9 Soitx € §+E : x=x + x avec x; € Ej pour i = 1, 2. Puisque £, = ( ﬁEz)@EZ’,onaxz :y+xz, avec
yEENEetx €E.
Dot x = (x +y) +x, € B + E. Ainsi, i + E, C E + Ej, dot légalité.
€k
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S.e.v en dim. finie

Théoréme 14: Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E.
Alors E + E; est de dimension finie et :

dim(E + B) = dim(E) + dim(E) - dim(5 N E) .

Démonstration

Tout d’abord, si G (resp. Gy) est une partie génératrice finie de E (resp. E), alors, puisque

E + E = Vect(E U E), G U G, est une partie génératrice finie de F; + E, donc E + E, est de dimension
finie.

Démontrons maintenant la formule.

@ Soit Ezl un supplémentaire de E N E, dans B : B, = (EN E) © EZ'. D’aprés le théoréme précédent, on a
dimE = dim(E N E) +dimE; (*).

@ Montrons que £, + E = £ @ Ez’.

@ La somme des sous-espaces vectoriels £ et E; est bien directe car 5 N Ej = 5N (B NE) = (5N E) NE = {0} (car
ENE et Ez, sont en somme directe).

@ Ej CEdonc £ +E CE+b.

9 Soitx € §+E : x=x + x avec x; € Ej pour i = 1, 2. Puisque £, = ( ﬁEz)@EZ’,onaxz :y+xz, avec
yEENEetx €E.
Dot x = (x +y) +x, € B + E. Ainsi, i + E, C E + Ej, dot légalité.

€k

@ Ainsi 5+ E = 5 @ E, dou, daprés (x) :
dim(E + B) = dimE + dim E; = dim E + dim £ — dim(E N E)

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vector Septembre 2022



Théoréme 14: Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E.
Alors E + E; est de dimension finie et :

dim(E + B) = dim(E) + dim(E) - dim(5 N E) .

Corollaire important :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de E.
Pour que E et E; soient supplémentaires, il faut et il suffit que :
E + E = E et dim(B)+dim(E) = dim(E)
ou
ENE = {0g} et dim(E)+dim(E) = dim(E)
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Théoréme 14: Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E.
Alors E + E; est de dimension finie et :

dim(E + B) = dim(E) + dim(E) - dim(5 N E) .

Corollaire important :
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de E.
Pour que E et E; soient supplémentaires, il faut et il suffit que :
E + E; = E et dim(E)+dim(E) = dim(E)
ou
ENE = {0g} et dim(E)+dim(E) = dim(E)

Démonstration

C'est immeédiat avec la formule de Grassmann.
Par exemple, siona ENE = {0} et dim(E) 4+ dim(E) = dim(E), cette formule donne
dim(E + E;) = dim E donc E + E;, = E et par suite @ E, = E.
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Théoréme 14: Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E.
Alors E + E; est de dimension finie et :

dim(E + B) = dim(E) + dim(E) - dim(5 N E) .

Corollaire important :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de E.
Pour que E et E; soient supplémentaires, il faut et il suffit que :

E + E = E et dim(E)+dim(E) = dim(E)

ou
ENE = {0g} et dim(E)+dim(E) = dim(E)
Corollaire:
Si E,...,E, sont des sous-espaces vectoriels de dimensions finies d'un K-espace vectoriel E,

n
alors ) E; est de dimension finie et
i=1

dim (Z Ej) S Zdim E,‘
i=1

i=1
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Théoréme 14: Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E.
Alors E + E; est de dimension finie et :

dim(E + B) = dim(E) + dim(E) - dim(5 N E) .

Corollaire important :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et E, E; deux sous-espaces vectoriels de E.
Pour que E et E; soient supplémentaires, il faut et il suffit que :

E + E = E et dim(E)+dim(E) = dim(E)

ou
ENE = {0g} et dim(E)+dim(E) = dim(E)
Corollaire:
Si E,...,E, sont des sous-espaces vectoriels de dimensions finies d'un K-espace vectoriel E,

n
alors ) E; est de dimension finie et
i=1

dim (Z Ej) S Zdim E,‘
i=1

i=1

Démonstration

Le cas n = 2 découle de la formule de Grassmann. Il suffit ensuite de faire une banale récurrence..
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.e.v en dim. finie

démonstration (on en verra une autre, plus élégante, dans quelque temps).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2, et Hj, H, deux hyperplans distincts de E
(on rappelle qu’un hyperplan est un sous-espace vectoriel de dimension n —1).

Alors dim(H N Hy) = n — 2.
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S.e.v en dim. finie

démonstration (on en verra une autre, plus élégante, dans quelque temps).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2, et Hj, H, deux hyperplans distincts de E
(on rappelle qu’un hyperplan est un sous-espace vectoriel de dimension n —1).

Alors dim(H N Hy) = n — 2.

Démonstration

@ Ona: H C H + H,, donc dim(H + Hy) > dimH =n—1.
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S.e.v en dim. finie

démonstration (on en verra une autre, plus élégante, dans quelque temps).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2, et Hj, H, deux hyperplans distincts de E
(on rappelle qu’un hyperplan est un sous-espace vectoriel de dimension n —1).

Alors dim(H N Hy) = n — 2.

Démonstration

@ Ona: H C H + H,, donc dim(H + Hy) > dimH =n—1.
Si Ton avait dim(H; + H,) = n — 1 on aurait Hy + H, = Hy cest-a-dire H, C H d'ou Hi = H, (car
mémes dimensions), c’est exclu.
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S.e.v en dim. finie

démonstration (on en verra une autre, plus élégante, dans quelque temps).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2, et Hj, H, deux hyperplans distincts de E
(on rappelle qu’un hyperplan est un sous-espace vectoriel de dimension n —1).

Alors dim(H N Hy) = n — 2.

Démonstration

@ Ona: H C H + H,, donc dim(H + Hy) > dimH =n—1.
Si Ton avait dim(H; + H,) = n — 1 on aurait Hy + H, = Hy cest-a-dire H, C H d'ou Hi = H, (car
mémes dimensions), c’est exclu.
Donc dim(H + Hz) > n— 1 soit dim(H + H.) = n (autrement dit, Hy + H, = E).
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S.e.v en dim. finie

démonstration (on en verra une autre, plus élégante, dans quelque temps).

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2, et Hj, H, deux hyperplans distincts de E
(on rappelle qu’un hyperplan est un sous-espace vectoriel de dimension n —1).

Alors dim(H N Hy) = n — 2.

Démonstration

@ Ona: H C H + H,, donc dim(H + Hy) > dimH =n—1.
Si Ton avait dim(H; + H,) = n — 1 on aurait Hy + H, = Hy cest-a-dire H, C H d'ou Hi = H, (car
mémes dimensions), c’est exclu.
Donc dim(H + Hz) > n— 1 soit dim(H + H.) = n (autrement dit, Hy + H, = E).

@ La formule de Grassmann donne alors :

dim E = dim H; 4+ dim H, — dim(H N H,)

donc dim(Hi N Hy) =dimH +dimH, —dimE=(n—1)+(n—1)—n=n-—2.
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S.e.v en dim. finie

Généralisation a la somme de n sous-espaces vectoriels
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S.e.v en dim. finie

Généralisation a la somme de n sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et (E;)i<i<n une famille finie de n sous-espaces vectoriels

Théoréme 15

n
de E telle que la somme > E; soit directe. Alors :
i=1

dim (@ 5,) — S dim(E).

i=1 i=1
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.e.v en dim. finie

Généralisation a la somme de n sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et (E;)i<i<n une famille finie de n sous-espaces vectoriels

Théoréme 15

n
de E telle que la somme > E; soit directe. Alors :
i=1

dim (@ E,») — S dim(E).

i=1 i=1

Démonstration

n n—1
Récurrence facile car, d’aprés la proposition 6, si la somme > E; est directe, alors la somme > E; est
= i=1
n—1
directe et la somme de E, et de > E; est aussi directe.
=
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.e.v en dim. finie

Généralisation a la somme de n sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et (E;)i<i<n une famille finie de n sous-espaces vectoriels

Théoréme 15

n
de E telle que la somme > E; soit directe. Alors :
i=1

n n
dim (@ Ej) = Zdim(E}).
i=1 i=1

Proposition 11
S oit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et (E;)i<i<n une famille finie de sous-espaces vectoriels

n
de E telle que la somme ) E; est directe. Alors :
=
! n n
E=@E < dimE=>3 dim(E).

i=1 i=1
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.e.v en dim. finie

Généralisation a la somme de n sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et (E;)i<i<n une famille finie de n sous-espaces vectoriels

Théoréme 15

n
de E telle que la somme > E; soit directe. Alors :
i=1

n n
dim (@ Ej) = Zdim(E}).
i=1 i=1

Proposition 11
S oit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et (E;)i<i<n une famille finie de sous-espaces vectoriels

n
de E telle que la somme ) E; est directe. Alors :
i=1

E=@E < dimE=>3 dim(E).

i=1 i=1

Démonstration

@ — découle du résultat précédent.
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S.e.v en dim. finie

Généralisation a la somme de n sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et (E;)i<i<n une famille finie de n sous-espaces vectoriels

Théoréme 15

n
de E telle que la somme > E; soit directe. Alors :

i=1

dim (@j E,») - gdim(&).

Proposition 11
S oit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et (E;)i<i<n une famille finie de sous-espaces vectoriels

n
de E telle que la somme ) E; est directe. Alors :
i=1

n n
E=@E < dimE=>3 dim(E).
i=1 i=1
Démonstration

@ — découle du résultat précédent.

n
@ < :Sila somme ZE, est directe et dim E = Zdlm(E,) posons F = €P Ei. Alors F est un
i=1 i=1
sous-espace vectoriel de E tel que dim F = dim E d apreés le résultat précédent, d'ou F = E.
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S.e.v en dim. finie

Généralisation a la somme de n sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et (E;)i<i<n une famille finie de n sous-espaces vectoriels

Théoréme 15

n
de E telle que la somme Y E; soit directe. Alors :
i=1

dim (E:B]E) = ’Zl:]dim(E,»).

Proposition 11
S oit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et (E;)i<i<n une famille finie de sous-espaces vectoriels

n
de E telle que la somme ) E; est directe. Alors :
i=

E= éEj <= dimE = idim(E,‘).

i=1 i=1

Proposition 12

S oit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et (E;)i<i<n une famille finie de sous-espaces vectoriels

n
de E telle que E = > E;. Alors :

i=1

n n
E=@E < dimE=> dim(E).
i=l

i=1
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Démonstration

o — : déja fait ci-dessus.
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Démonstration

o — : déja fait ci-dessus.
e <— : On procéde par récurrence sur n. Lhypothése de récurrence s’écrit :

(A7) : siE=) E et dimE =3 dim(E) alors E= @ E

i=l1 i=l1 i=1
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Démonstration

o — : déja fait ci-dessus.
e <— : On procéde par récurrence sur n. Lhypothése de récurrence s’écrit :

(A7) : siE=) E et dimE =3 dim(E) alors E= @ E

i=l1 i=l1 i=1

@ () est vérifiée pour n =1 (évident) et n = 2 (déja fait).
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Démonstration

o — : déja fait ci-dessus.
e <— : On procéde par récurrence sur n. Lhypothése de récurrence s’écrit :

(A7) : siE=) E et dimE =3 dim(E) alors E= @ E
i= i= i=1

@ () est vérifiée pour n =1 (évident) et n = 2 (déja fait).
3 dim(E).
=

i=1

n
@ Supposons (7%,_) vérifiée et supposons E = > E; avec dimE =

n—1 n—1
Ona E = Y E + E, donc, d’aprés la formule de Grassmann, dim E < dim <Z E,-) + dim E,, avec égalité si et
. i=1

i=1

seulement si <ni:| E,') NE, = {0} (x)
=

Septembre 2022
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Démonstration

o — : déja fait ci-dessus.
e <— : On procéde par récurrence sur n. Lhypothése de récurrence s’écrit :
n n n
(A7) : siE=) E et dimE =3 dim(E) alors E= @ E
f i=1 i=1
@ () est vérifiée pour n =1 (évident) et n = 2 (déja fait).

n n
@ Supposons (7%,_) vérifiée et supposons E = > E; avec dimE = ) dim(E;).
i =

i=1

n—1 n—1
Ona E = Y E + E, donc, d’aprés la formule de Grassmann, dim E < dim <Z E,-) + dim E,, avec égalité si et
. =

i=1
n—1
seulementsi [ > E ) NE, = {0} (%)
i=l

n—1 n—1 n
Or on sait que dim <Z E,-) < > dimE; et que dim E = > dim E;. Linégalité ci-dessus est donc une égalité, et
=i = i=

i=] i=1

n—1 n—1 n—1
on a donc dim <Z E;) = > dim E. D’aprés (#,_1), la somme >_ E; est directe.
i=1 = i
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Démonstration

o — : déja fait ci-dessus.
e <— : On procéde par récurrence sur n. Lhypothése de récurrence s’écrit :
n n n
(A7) : siE=) E et dimE =3 dim(E) alors E= @ E
f i=1 i=1
@ () est vérifiée pour n =1 (évident) et n = 2 (déja fait).

n n
@ Supposons (7%,_) vérifiée et supposons E = > E; avec dimE = ) dim(E;).
=l =

i=1

n—1 n—1
Ona E = Y E + E, donc, d’aprés la formule de Grassmann, dim E < dim <Z E,-) + dim E,, avec égalité si et
. =

seulement si <ni:] E,') NE, = {0} (x)
=

n—1 n

n—1
Or on sait que dim <Z E,-) < > dimE; et que dim E = > dim E;. Linégalité ci-dessus est donc une égalité, et
=1 i i

i=1 i=1

n—1 n—1 n—1
on a donc dim <Z E;) = > dim E. D’aprés (#,_1), la somme >_ E; est directe.
i=1 i=1 i=1

n—1 n
On a aussi (*) : (Z E,-) N E, = {0}, donc la somme _ E; est directe d’aprés la proposition 6. Cela démontre
i=1

i=1

PSI*
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On définit les trois ensembles suivants dans E = R3[X] :
F={PeE|P0=P0)=P(2)=0} , G={PeE|P1)=P(2)=P3B)=0} |,
et H={Pe€E]|PX)=P(—X)}

Montrer qu'il s’agit de trois sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
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On définit les trois ensembles suivants dans E = R3[X] :
F={PeE|P0=P0)=P(2)=0} , G={PeE|P1)=P(2)=P3B)=0} |,
et H={Pe€E]|PX)=P(—X)}

Montrer qu'il s’agit de trois sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Solution
@ Un polyndme P appartient a F si et seulement si il est divisible par X(X — 1)(X — 2);

PSI* (Lycée d'Arsonval) Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vecto Septembre 2022 17749



On définit les trois ensembles suivants dans E = R3[X] :
F={PeE|P0=P0)=P(2)=0} , G={PeE|P1)=P(2)=P3B)=0} |,
et H={PeE|PX)=P(—X)}
Montrer qu'il s’agit de trois sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Solution
@ Un polyndme P appartient a F si et seulement si il est divisible par X(X — 1)(X — 2); puisque l'on ne considére ici

que des polynomes de degré < 3, F est exactement I'ensemble des polynomes de la forme A.X(X — 1)(X — 2)
lorsque X décrit R,
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On définit les trois ensembles suivants dans E = R3[X] :
F={PeE|P0=P0)=P(2)=0} , G={PeE|P1)=P(2)=P3B)=0} |,
et H={Pe€E]|PX)=P(—X)}

Montrer qu'il s’agit de trois sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Solution
@ Un polyndme P appartient a F si et seulement si il est divisible par X(X — 1)(X — 2); puisque l'on ne considére ici
que des polynomes de degré < 3, F est exactement I'ensemble des polynomes de la forme A.X(X — 1)(X — 2)
lorsque A décrit R, c’est-a-dire la droite vectorielle engendrée par X(X — 1)(X — 2) : c’est donc bien un
sous-espace vectoriel de E, et sa dimension est 1.
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On définit les trois ensembles suivants dans E = R3[X] :
F={PeE|P0=P0)=P(2)=0} , G={PeE|P1)=P(2)=P3B)=0} |,
et H={Pe€E]|PX)=P(—X)}

Montrer qu'il s’agit de trois sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Solution
@ Un polyndme P appartient a F si et seulement si il est divisible par X(X — 1)(X — 2); puisque l'on ne considére ici

que des polynomes de degré < 3, F est exactement I'ensemble des polynomes de la forme A.X(X — 1)(X — 2)
lorsque A décrit R, c’est-a-dire la droite vectorielle engendrée par X(X — 1)(X — 2) : c’est donc bien un
sous-espace vectoriel de E, et sa dimension est 1.

De méme G est la droite vectorielle engendrée par le polynome (X — 1)(X — 2)(X — 3).
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On définit les trois ensembles suivants dans E = R3[X] :
F={PeE|P0=P0)=P(2)=0} , G={PeE|P1)=P(2)=P3B)=0} |,
et H={Pe€E]|PX)=P(—X)}

Montrer qu'il s’agit de trois sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Solution
@ Un polyndme P appartient a F si et seulement si il est divisible par X(X — 1)(X — 2); puisque l'on ne considére ici

que des polynomes de degré < 3, F est exactement I'ensemble des polynomes de la forme A.X(X — 1)(X — 2)
lorsque A décrit R, c’est-a-dire la droite vectorielle engendrée par X(X — 1)(X — 2) : c’est donc bien un
sous-espace vectoriel de E, et sa dimension est 1.
De méme G est la droite vectorielle engendrée par le polynome (X — 1)(X — 2)(X — 3).
On pouvait bien stir démontrer que F est un sous-espace vectoriel de E en utilisant la caractérisation habituelle :

@ F est bien inclus dans E, par définition;

@ Le polyndome nul appartient a F puisqu'il s’annule en 0,1, 2, donc F est non vide;

@ Si P, Qsont dans F et A € R, alors :

Vi€ {0,1,2}, AP+ Q)(i) = AP(i) + Q(i) = X.0+0=0,
donc AP+ Q € F.

Mais il fallait de toutes facons faire ce qui précéde pour trouver la dimension...
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On définit les trois ensembles suivants dans E = R3[X] :
F={PeE|P0=P0)=P(2)=0} , G={PeE|P1)=P(2)=P3B)=0} |,
et H={Pe€E]|PX)=P(—X)}

Montrer qu'il s’agit de trois sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Solution
@ Un polyndme P appartient a F si et seulement si il est divisible par X(X — 1)(X — 2); puisque l'on ne considére ici
que des polynomes de degré < 3, F est exactement I'ensemble des polynomes de la forme A.X(X — 1)(X — 2)
lorsque A décrit R, c’est-a-dire la droite vectorielle engendrée par X(X — 1)(X — 2) : c’est donc bien un
sous-espace vectoriel de E, et sa dimension est 1.

De méme G est la droite vectorielle engendrée par le polynome (X — 1)(X — 2)(X — 3).

Pour les 5/2 : on pouvait aussi remarquer que F est I'intersection des noyaux des trois formes linéaires
@i = P~ P(i) pour i € {0,1,2}, donc c’est un sous-espace vectoriel de E, puis vérifier que ces trois formes
linéaires sont indépendantes, ce qui donne dim F = dimR3[X] —3 = 1.
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On définit les trois ensembles suivants dans E = R3[X] :
F={PeE|P0=P0)=P(2)=0} , G={PeE|P1)=P(2)=P3B)=0} |,
et H={Pe€E]|PX)=P(—X)}

Montrer qu'il s’agit de trois sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Solution
@ Un polyndme P appartient a F si et seulement si il est divisible par X(X — 1)(X — 2); puisque l'on ne considére ici
que des polynomes de degré < 3, F est exactement I'ensemble des polynomes de la forme A.X(X — 1)(X — 2)
lorsque A décrit R, c’est-a-dire la droite vectorielle engendrée par X(X — 1)(X — 2) : c’est donc bien un
sous-espace vectoriel de E, et sa dimension est 1.

De méme G est la droite vectorielle engendrée par le polynome (X — 1)(X — 2)(X — 3).

@ H est lensemble des polynémes pairs de degré < 3, donc de la forme a + bX? avec (a, b) € R?; il s’agit donc du
plan vectoriel engendré par les polynomes 1 et X2,
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On définit les trois ensembles suivants dans E = R3[X] :
F={PeE|P0=P0)=P(2)=0} , G={PeE|P1)=P(2)=P3B)=0} |,
et H={Pe€E]|PX)=P(—X)}

Montrer qu'il s’agit de trois sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Solution
@ Un polyndme P appartient a F si et seulement si il est divisible par X(X — 1)(X — 2); puisque l'on ne considére ici
que des polynomes de degré < 3, F est exactement I'ensemble des polynomes de la forme A.X(X — 1)(X — 2)
lorsque A décrit R, c’est-a-dire la droite vectorielle engendrée par X(X — 1)(X — 2) : c’est donc bien un
sous-espace vectoriel de E, et sa dimension est 1.

De méme G est la droite vectorielle engendrée par le polynome (X — 1)(X — 2)(X — 3).

@ H est lensemble des polynémes pairs de degré < 3, donc de la forme a + bX? avec (a, b) € R?; il s’agit donc du
plan vectoriel engendré par les polynomes 1 et X2,

@ Puisque dim F 4 dim G + dim H = 4 = dim R3[X], pour montrer que ces 3 sous-espaces vectoriels sont
supplémentaires il suffit de montrer que leur somme est directe.
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On définit les trois ensembles suivants dans E = R3[X] :
F={PeE|P0=P0)=P(2)=0} , G={PeE|P1)=P(2)=P3B)=0} |,
et H={PeE|PX)=P(—X)}

Montrer qu'il s’agit de trois sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Solution
@ Un polyndme P appartient a F si et seulement si il est divisible par X(X — 1)(X — 2); puisque l'on ne considére ici
que des polynomes de degré < 3, F est exactement I'ensemble des polynomes de la forme A.X(X — 1)(X — 2)
lorsque A décrit R, c’est-a-dire la droite vectorielle engendrée par X(X — 1)(X — 2) : c’est donc bien un
sous-espace vectoriel de E, et sa dimension est 1.

De méme G est la droite vectorielle engendrée par le polynome (X — 1)(X — 2)(X — 3).
@ H est lensemble des polynémes pairs de degré < 3, donc de la forme a + bX? avec (a, b) € R?; il s’agit donc du
plan vectoriel engendré par les polynomes 1 et X2,

@ Puisque dim F 4 dim G + dim H = 4 = dim R3[X], pour montrer que ces 3 sous-espaces vectoriels sont
supplémentaires il suffit de montrer que leur somme est directe.

@ Pour cela on considére 3 polyndmes P € F, Q € G et R € H tels que P+ Q + R = 0. Il existe alors des réels
X, p1, a, btels que : P = AX(X —1)(X —2) , Q= p(X —1)(X —2)(X —3) et R=a+bx*.
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On définit les trois ensembles suivants dans E = R3[X] :
F={PeE|P0=P0)=P(2)=0} , G={PeE|P1)=P(2)=P3B)=0} |,
et H={PeE|PX)=P(—X)}

Montrer qu'il s’agit de trois sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Solution
@ Un polyndme P appartient a F si et seulement si il est divisible par X(X — 1)(X — 2); puisque l'on ne considére ici
que des polynomes de degré < 3, F est exactement I'ensemble des polynomes de la forme A.X(X — 1)(X — 2)
lorsque A décrit R, c’est-a-dire la droite vectorielle engendrée par X(X — 1)(X — 2) : c’est donc bien un
sous-espace vectoriel de E, et sa dimension est 1.

De méme G est la droite vectorielle engendrée par le polynome (X — 1)(X — 2)(X — 3).

@ H est lensemble des polynémes pairs de degré < 3, donc de la forme a + bX? avec (a, b) € R?; il s’agit donc du
plan vectoriel engendré par les polynomes 1 et X2,

@ Puisque dim F 4 dim G + dim H = 4 = dim R3[X], pour montrer que ces 3 sous-espaces vectoriels sont
supplémentaires il suffit de montrer que leur somme est directe.

@ Pour cela on considére 3 polyndmes P € F, Q € G et R € H tels que P+ Q + R = 0. Il existe alors des réels
X, p1, a, btels que : P = AX(X —1)(X —2) , Q= p(X —1)(X —2)(X —3) et R=a+bx*.

Il est alors facile de montrer que la relation
AX(X = 1)(X —2) 4+ p(X —1)(X —2)(X —3) + a+bX* =0
implique A = 4 = a = b = 0 (prendre X = 1 puis X = 2 etc...) soit P = Q = R = 0 : CQFD.
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On définit les trois ensembles suivants dans E = R3[X] :
F={Pe€E|P(0O=P(1)=P(2)=0} , G={Pe€E|P1)=P2)=P3)=0} |,
et H={PeE|PX)=P-—X)}

Montrer qu'il s’agit de trois sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Solution
@ Un polyndme P appartient a F si et seulement si il est divisible par X(X — 1)(X — 2); puisque l'on ne considére ici
que des polynomes de degré < 3, F est exactement I'ensemble des polynomes de la forme A.X(X — 1)(X — 2)
lorsque A décrit R, c’est-a-dire la droite vectorielle engendrée par X(X — 1)(X — 2) : c’est donc bien un
sous-espace vectoriel de E, et sa dimension est 1.

De méme G est la droite vectorielle engendrée par le polynome (X — 1)(X — 2)(X — 3).

@ H est lensemble des polynémes pairs de degré < 3, donc de la forme a + bX? avec (a, b) € R?; il s’agit donc du
plan vectoriel engendré par les polynomes 1 et X2,

@ Puisque dim F 4 dim G + dim H = 4 = dim R3[X], pour montrer que ces 3 sous-espaces vectoriels sont
supplémentaires il suffit de montrer que leur somme est directe.

@ Pour cela on considére 3 polynomes P € F, Q € G et R € H tels que P+ Q 4+ R = 0. Il existe alors des réels
X, p1, a, btels que : P = AX(X —1)(X —2) , Q= p(X —1)(X —2)(X —3) et R=a+bx*.

Il est alors facile de montrer que la relation
MX=T)(X=2)+u(X =X —=2)(X—3)+a+bX* =0
implique A = 4 = a = b = 0 (prendre X = 1 puis X = 2 etc...) soit P = Q = R = 0 : CQFD.

@ On pouvait aussi montrer que la réunion de bases de ces 3 sous-espaces vectoriels, c’est-a-dire la famille
{X(x =1)(X = 2), (X = 1)(X — 2)(X — 3),1,X*} est une base de Ry[X]; pour cela il suffit de démontrer qu'elle
est libre (4 vecteurs en dimension 4), ce qui revient au calcul précédent.
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.e.v en dim. finie

Rang d’une famille de vecteurs

Définition 15
Soit E un K-espace vectoriel, et (xj)ie/ une famille d'éléments de E.

Si dim (Vect ((xi)ies)) est finie, elle s'appelle le rang de la famille (x;)ic/, noté rg ((x;)ies)-
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S.e.v en dim. finie

Rang d’une famille de vecteurs

Définition 15
Soit E un K-espace vectoriel, et (xj)ie/ une famille d'éléments de E.

Si dim (Vect ((xi)ic/)) est finie, elle s'appelle le rang de la famille (x;)ie/, noté rg ((xi)ier)-

Proposition 13

Q Si (xi)ics est une famille d'éléments d'un K-espace vectoriel E de dimension finie, alors :
rg((xi)iel) < dim(E).
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S.e.v en dim. finie

Rang d’une famille de vecteurs

Définition 15
Soit E un K-espace vectoriel, et (xj)ie/ une famille d'éléments de E.

Si dim (Vect ((xi)ic/)) est finie, elle s'appelle le rang de la famille (x;)ie/, noté rg ((xi)ier)-

Proposition 13

Q Si (xi)ics est une famille d'éléments d'un K-espace vectoriel E de dimension finie, alors :
rg((xi)iel) < dim(E).

Q Si (x1,x2,...,xp) est une famille finie, alors : rg(xi, X2, ..., xp) < p.
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S.e.v en dim. finie

Rang d’une famille de vecteurs

Définition 15
Soit E un K-espace vectoriel, et (xj)ie/ une famille d'éléments de E.

Si dim (Vect ((xi)ic/)) est finie, elle s'appelle le rang de la famille (x;)ie/, noté rg ((xi)ier)-

Proposition 13

Q Si (xi)ics est une famille d'éléments d'un K-espace vectoriel E de dimension finie, alors :
l'g((Xi),‘G[) < dim(E).

Q Si (x1,x2,...,xp) est une famille finie, alors : rg(xi, X2, ..., xp) < p.

Démonstration

@ Découle du fait que la dimension de Vect ((xi);el) est forcément inférieure ou égale a celle de E.
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S.e.v en dim. finie

Rang d’une famille de vecteurs

Définition 15
Soit E un K-espace vectoriel, et (xj)ie/ une famille d'éléments de E.

Si dim (Vect ((xi)ic/)) est finie, elle s'appelle le rang de la famille (x;)ie/, noté rg ((xi)ier)-

Proposition 13

Q Si (xi)ics est une famille d'éléments d'un K-espace vectoriel E de dimension finie, alors :
l'g((Xi),‘G[) < dim(E).

Q Si (x1,x2,...,xp) est une famille finie, alors : rg(xi, X2, ..., xp) < p.

Démonstration
@ Découle du fait que la dimension de Vect ((xi);el) est forcément inférieure ou égale a celle de E.

© Puisque (x, .. .,xp) est une famille génératrice de Vect ((x;)i<i<p), son cardinal p est supérieur a la
dimension de cet espace, c’est-a-dire & rg(xi, x2, . . ., xp).

PSI* (Lycée d’Arsonval) Chapitre | : Révisions et compléments sur les espaces vectol Septembre 2022






	Définitions
	S.e.v
	Combinaisons linéaires
	Somme de s.e.v
	Familles libres ...
	Bases
	E.v de dim. finie
	S.e.v en dim. finie

