CHAP. VI - ESPACES PREHILBERTIENS REELS (COURS COMPLET) PSI* 22-23

ESPACES PREHILBERTIENS REELS.I

Dans tout ce chapitre, le corps de base est R.

I. Produit scalaire

I.1. Définitions - Exemples

Une forme bilinéaire sur un RR-espace vectoriel E est une application ¢ de E x E dans R linéaire par
rapport a chacune des deux variables, c’est-a-dire telle que :

a) Pour tout y € E, I'application x — ¢(x,y) est une forme linéaire sur E.

b) Pour tout x € E, I'application y — ¢(x,y) est une forme linéaire sur E.
Pour vérifier qu'une application ¢ de E? dans R est une forme bilinéaire, il faut donc vérifier :
V(x1,%2,y) € B, VA ER, ¢(Ax) +x2,y) = Ap(x1,y) + ¢(x2,)
(linéarité par rapport a la lere variable), et :

V(x,y1,y2) € B3, VAER, ¢(x,Ay1 +12) = Ag(x,y1) + ¢(x,2)

(linéarité par rapport a la 2eme variable).

Une application ¢ : E2 — R est dite symétrique lorsque pour tout (x,y) € E?, ¢(x,y) = ¢(y, x).

Rem: Si ¢ est une application de E? dans R, symétrique et linéaire d’un coté, elle est bilinéaire.

On appelle produit scalaire sur un R-espace vectoriel E une forme bilinéaire symétrique ¢ qui est
de plus :

e positive, c’est-a-dire: Vx € E, ¢(x,x) > 0.
e et définie, c'est-a-dire: Vx € E, ¢(x,x) =0 = x = 0.
Dire que ¢ est définie positive peut aussi s’écrire : Vx € E\ {0} , ¢(x,x) > 0.

Si ¢ est un produit scalaire sur un R-espace vectoriel E, le couple (E,¢) s’appelle un
espace préhilbertien réel.

Le produit scalaire de deux vecteurs x et y se note en général : ¢(x,y) = (x|y) ou (x|y) ou (x, y).

Exemples :

1. Dans R", pour x = (x1,...,xs) ety = (y1,...,yn) *  (x|y) =x3y1+ - - - + XnYn.
Il s’agit du produit scalaire canonique sur R” ; la démonstration du fait qu’il s’agit bien d"un produit
scalaire est simple :

1& Démonstration:

n
- Lapplication ¢: (x,y) — Y. x;y; est bien définie sur (R")2, et a valeurs dans R.
i=1

— Tl est clair que pour tout (x,y) € (R")?, ¢(x,y) = ¢(y,x) : ¢ est symétrique.

- Ay fixé, chaque application x ~ x; est une forme linéaire sur R" (forme linéaire coordonnée) donc I'application partielle
x — ¢(x,y) est linéaire comme combinaison linéaire de formes linéaires.
Puisqu’elle est symétrique, ¢ est donc bilinéaire.

n
- Pour tout x € R", ¢(x,x) = _):1 x? est un nombre réel positif, donc ¢ est positive.
i=

x2 = 0 alors tous les x; sont nuls (ce sont des réels!), donc x est nul.

— Enfin, ¢ est définie puisque, si ¢(x,x) = :

It

1
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Rem: En notant X € M, ;(R) le vecteur colonne (x1 ... xn)—r et Y € M,1(R) le vecteur colonne

(... yn)T,onaaussi: x|ly)=X"Y=Y"X.

2. De fagon plus générale, si E est un R-espace vectoriel rapporté & une base % = (e1,...,e,), etsi x et
y sont deux vecteurs de E de coordonnées respectives (x1,...,x,) et (y1,...,yn) dans cette base, on

n
définit un produit scalaire sur E en posant : (x |y) = Y. xy;.
i=1

3. Dans M, (R), si A = (a;)1<ij<n et B = (b;j)1<ij<n, ON peut poser :

<A | B> = tr(ATB) = Z ai,]-bi,]-.

1<i,j<n

Il s’agit du produit scalaire canonique sur My (R).

1& Démonstration:
. Déja on a, en utilisant la formule du produit matriciel :
n n
V(i,j) € [1;n]%, (ATB);j = Y (AT )uBij = Y awiby;
k=1

d’ou
n
Y agibyi

k=1

M:

n
tr(A'B) = ) (A"B); =
i=1 i
ce qui aprés changement d’indices donne la formule annoncée.

Il
—_

. Pour démontrer qu’il s’agit bien d"un produit scalaire, on pourrait vérifier une a une les propriétés, mais il est plus rapide
de dire que, si I'on munit M, (R) de sa base canonique (E;;), la définition ci-dessus est la méme que celle de I'exemple 2.

(avec ici un espace vectoriel de dimension n?).

n p min(n,p)
4. Dans R[X],pour P= Y. ¢t XFet Q= Y X : (P|Q) = ¥ axby.
k=0 k=0

Il s’agit du produit scalaire canonique sur R[X].

b
5. Dans1’ensemble ¢'([a;b],R) des fonctions continues sur le segment [a;b] on peut poser: (f|g) = / fg.
a

1&g Démonstration:

Le caractere bilinéaire symétrique ne pose pas de probleme.
Le caractére positif non plus.

b
Enfin, si f est une application continue telle que / % =0 alors f estnulle sur [a;b], puisque I'intégrale d’une fonction
a

positive continue et non identiquement nulle est strictement positive (cf. théoréeme dans un chapitre d'intégration).
I.2. Norme associée a un produit scalaire

Si E est un espace préhilbertien réel, ott le produit scalaire est noté (-|-), on appelle
norme (euclidienne) associée 1’application :

N:x € Ew |x| = /(x]x).

(cela a bien un sens car (x|x) > 0).

Exemples :

1. Dans R"” , muni du produit scalaire canonique, si x = (xq,...,Xx,) ona: ||x|| =

R

2
X .
i

2. Dans M;(R), muni du produit scalaire canonique, si A = (a;;)1<;j<n Ona; [|[All= | ¥ a%j .

1<i,j<n

3. Dans l'ensemble % ([a;b],R) des fonctions continues sur le segment [a;b] muni du produit scalaire

b
vu ci-dessus, on aura : ||f[| =/ [ f(t)2dt.
a
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De la définition d’un produit scalaire découlent facilement les propriétés suivantes :

Propriétés :

Y

. Vx€E,|x|| =0r <= x =0f.
2. Vx € E,VAER, |Ax| = [A]]|x] -

3. Un vecteur x est dit unitaire si ||x|| = 1.

Si x est un vecteur non nul, alors —— est unitaire.

%]
4. ¥ (x,y) € B2, [lx+yl* = x> +2 (x|y) + yll* .

(I +yl? = v = yl) -

I

5. Identité de polarisation : ¥ (x,y) € E2, (x|y) =

6. ¥ (x,y) € E*, (x+ylx—y) = ||~ [ly)*.

7. Identité du parallélogramme :

¥ (xy) € B lx+yl+ e =yl =2 (%17 + yl1?) -

(Théoréme 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x,y dans E on a:

[ < [lx[]- llyl

etil y a égalité si et seulement si le systeme {x,y} est lié.

1& Démonstration:

e 1ere démonstration

. Si y =0, le résultat est immédiat.

. Sinon, on écrit que, pour tout t € R le réel ||x + ty|* est positif.
Or |x+ty|* = 2 |ly|* + 2t (x|y) + ||x||*. 1l sagit 1a d’un trindme en ¢ (car le coefficient de 2, ||y||* est ici non nul);
puisque ce trindme est de signe constant sur R, son discriminant est négatif; cela donne : (x| y>2 — HxH2 I y||2 < 0,dou
I'inégalité cherchée.

. Supposons qu'il y ait égalité :
- siy =0, lafamille {x,y} estbien liée.
— sinon, cela signifie que le trindme précédent a un discriminant nul, donc posséde une racine double tg ; on aura alors

[l x + toy||* = 0, d’ott x + toy = 0 et x est bien colinéaire a y.

. Pour terminer, il est facile de vérifier directement que, si la famille {x,y} estliée, il y a bien égalité.
o 2eme démonstration (abrégée)

2
H%II + ﬁ H > 0 et en développant on trouve les deux

Dans le cas non trivial ot x et ¥ sont non nuls, on écrit que : ‘

inégalités voulues.

Corollaire 1.1: Inégalité triangulaire

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x,y dans E ona:
[+ yll <l =+ [yl

etil y a égalité si et seulement si la famille {x,y} est positivement liée (c’est-a-dire qu'il existe un réel
A positif tel que x = Ay ou y = Ax).
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1&g Démonstration:

o eyl = lxl® +2¢x ly) + vl <Ol + 2 x- yl+ )i = e+ Dyl

<
N~
CS

o Ily a égalité si et seulement si (x|y) = ||x||. |ly||, ce qui équivaut a dire qu’il y a égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz
et que le produit scalaire (x|y) est positif, d’oti le résultat.

Corollaire 1.2:

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tous x,y dans E on a :

[l =1yl < flx+yll -

1& Démonstration:
En appliquant I'inégalité triangulaire & x +y et —y on obtient :
[P <l +yll =+ ll=yll = llx +yll + Dyl

soit :
[l =Nyl < llx +yll -
De la méme fagon, en échangeant les roles de x et y :

[yl = llx[F < flx +yll -

La juxtaposition de ces deux résultats donne bien 1'inégalité voulue.

Exemples :

1. Dans R" , muni du produit scalaire canonique, si x = (x1,...,x,) et ¥ = (y1,...,Yn, I'inégalité de

Cauchy-Schwarz s’écrit :
n n 2
Yo Xyl < )%
i=1 i=1 i

2. Dans M, (R), muni du produit scalaire canonique, si A, B € M;(R), I'inégalité de Cauchy-Schwarz
s’écrit :

=

2
Yi-
1

ur(ATB| < V(AT A) /(BT B).

3. Dans l'espace vectoriel E = ¢'([a;b],R) des fonctions continues sur le segment [a; b] muni du produit
scalaire usuel, si f, g € E, I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

[ g < ¢ INR! % [ sterar

II. Orthogonalité
Dans ce paragraphe, (E, (- | -)) désigne un espace préhilbertien réel.
IL.1. Orthogonal d’une partie

> On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, et on note x L y, lorsque (x |y) = 0.

Rem: La relation (x|y) = 0 est équivalente & (y|x) = 0. La relation d’orthogonalité est donc
symétrique.

Soit A une partie non vide d’un espace préhilbertien E.
Un vecteur x de E est dit orthogonal a A si il est orthogonal a tout vecteur de A.

L’ensemble des vecteurs orthogonaux a A s’appelle 'orthogonal de A, noté A~. Ainsi :

At ={x€E|VacA, (x|a) =0}
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Théoréme 2:

Si x est un vecteur non nul de E, alors {x}l est un hyperplan de E.
Un supplémentaire en est la droite vectorielle K.x.

1&g Démonstration:

- L’application ¢, : E — R est une forme linéaire (par définition du produit scalaire euclidien ou hermitien), non nulle
LV (I
(car gx(x) = [|x[| #0).

{x}* en est le noyau, c’est donc un hyperplan.

— La droite vectorielle R.x n’est pas incluse dans {x}L (car x orthogonal a x implique x = 0), donc en est un supplémentaire
d’apres le cours sur les hyperplans.

| Si A est une partie non vide de E, alors A+ est un sous-espace vectoriel de E.

1& Démonstration:

- 0 € At puisque (0|a) =0 pour tout a € A;
- Si x et y appartiennent a A, alors pour tout 2 € A, (x|a) = (y|a) = 0 donc pour tout A € R, (Ax+y|a) = 0 d’oit
Ax+y € AL,

On pouvait aussi écrire : A+ = ﬂ {a}l et utiliser le théoréme précédent puisque l'intersection d'une famille quelconque de
acA
sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Propriétés de I'orthogonal :
1. Et ={0} et {0}* =E;
2. V(A,B) € #(E)?, ACB=B'C At;

3. VA€ P(E), At =Vect(A)L;
il en résulte que, si F est un sous-espace vectoriel de E et si (f;)jc; est une base de F, un
vecteur x appartient a F si et seulement si pour tout i € I ona (x|f;) =0;

4. VAe P(E), AC (AY)";

5. Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E : (F+ G)* =F-NG*.

1&g Démonstration:

1. Soit y € E*; alors pour tout x € E ona (y|x) = 0; en particulier, ona (y|y) = 0 d'oit y = 0; cela montre l'inclusion
E' c {0}, Vinclusion réciproque étant évidente.

Tout vecteur x est orthogonal a 0, donc E C {0} C E, d’olt la deuxiéme égalité.

2. Soient A et B deux parties de E telles que A C B. Soit alors x € B . Pour tout b € B, (x|b) = 0. En particulier, pour tout
a€ A,onaac Bdonc (x|a) =0.Dot x € A etlinclusion s’ensuit.

3. Soit F = Vect(A). A C F donc d’apres la propriété n°2, F+ C A*.

P
Réciproquement, soit x € A* et y € F. Puisque F = Vect(A), on peut écrire y = Y Aja; avec A; € R et a; € A. Onaalors

i=1
(xly) = <x

tout y € F. Ainsi, x € F1,, ce qui prouve l'inclusion A+ C F*.

p p
Y /\iai> = Y Ai{x|a;). Or {x|a;) = 0 pour tout i puisque a; € A et x € AL. Donc (x|y) = 0 et ce pour
i=1 i=1

4. Soit a € A.Pourtout b € A+, (a|b) =0donca Lbdoncac (AL)l.

5. Déja, les inclusions F C F+ G et G C F+ G impliquent d’apres 2. (F+ G)t C F' et (F+G)* C G*' donc
(F+G)t c F:nG*.
Ensuite, si x € FL N GL, alors x est orthogonal a tout vecteur de F et de G, donc par linéarité il est orthogonal a tout vecteur
de F + G, ce qui donne 'inclusion réciproque.

Cours PSI* — © TLEGAY — Lycée d’Arsonval 5/15 1er octobre 2022



CHAP. VI - ESPACES PREHILBERTIENS REELS (COURS COMPLET) PSI* 22-23

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d"un espace préhilbertien E.
On dit que F et G sont des sous-espaces vectoriels orthogonaux, et on note F L G lorsque :

V(x,y) € FxG, (x|y)y=0,

autrement dit lorsque tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G.
Cela équivauta: F C G et/ou G C F*.

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d"un espace préhilbertien E. On suppose que 'on dispose
d’une base (f;)ics de F et d'une base (g;)jc; de G.

Alors F et G sont orthogonaux si et seulement si pour tout (i,j) € I x ], fi L g;.

1& Démonstration:

- Si F L G alors tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G, donc en particulier les f; sont orthogonaux aux g;.

— Réciproquement, si les f; sont orthogonaux aux g;, alors pour toutes familles de réels (A;) et (y;) a support finiona:

<Z?wfi Zﬂjgj> =Y Y Aini(filgj) =0

icl j€l ielje]

donc tout vecteur de F = Vect ({f;, i € I} ) est orthogonal a tout vecteur de G = Vect ({g;, j€ J}).

Exemples

1. Dans R3, muni du produit scalaire canonique, soit la droite F = R.e3 etle plan G = Vect(e; — e, €1+ 2¢7).
Alors F 1 G. En fait, ici, F* = G.
Si H=1IR.e;,onaaussi F L H, mais seulement F- D H..

2. Dans IR3, soit F = Vect(ey,ez) et G = Vect(es, ex +e3). Onn’a pas F 1. G mais par contre F* | G*.
Les deux plans F et G sont alors dits perpendiculaires.

f Rem : Les exemples précédents montrent qu'il faut faire attention a la terminologie employée.
Ainsi, dire que F et G sont orthogonaux ne veut PAS dire que 1'un est I'orthogonal de l'autre!

| Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de E, alors FN G = {0}.

& Démonstration:
| Soit x € FNG. Alors x € F estorthogonal a x € G, donc (x |x) =0, donc x = 0.

II.2. Familles orthogonales, orthonormées (ou orthonormales)

Une famille (x;);c; de vecteurs d'un espace préhilbertien réel E est dite orthogonale si
V(i j) € P i j = (xi|xj) =0,
Elle est dite orthonormée (ou orthonormale) si, en plus, ||x;|| =1 pour tout i € I, c’est-a-dire si

.. 2
V(i j) € I (xi|x)) = 6.
X
Rem: Si (x;);c; est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors la famille des vecteurs <—||xl I )
ill /iel
est orthonormée.

Si (x1,...,xp) est une famille orthogonale d"un espace préhilbertien réel, alors :

I ,
Yoxil| =) llxl” -
i3 i3
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1&g Démonstration:

En effet :

P
Y X
=1

2 P
={ Xx
i=1

P 4
r x,—> = ¥ (xi|xj) = Y (x| x;), puisque (xi|xj) =)0 pour i # j.

Cas particulier :

Théoreme 3: de Pythagore

Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel, et x,y € E. Alors :

2 2 2
X Ly <= [lx+ylI° =[x+ [y -

1&g Démonstration:

| Découle directement de la relation : ||x +y||* = ||x||> +2 (x| y) + |ly|* .

Théoréme 4:

Si (x;);e; est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, alors cette famille est libre.

1&g Démonstration:

En effet, si 'on a ) Ajx; = 0 (avec A; scalaires tous nuls sauf un nombre fini), alors, pour tout j € I, <x]-
iel
c'est-a-dire Y A; <xi | x]-> =0 donc A; <xj ‘ xj> =0 d’oit A; =0 puisque Hx]H #0.
i€l

r /\ixi> =0,

iel

Corollaire 4.1:

| Toute famille orthonormée est libre.

Exemple

T
Dans E = ¢([0; 7], R) muni du produit scalaire : (f|g) = % / f(t)g(t)dt, la famille de fonctions
0

fun 1t — cosnt,avec n € IN*, est orthonormée.

II.3. Orthogonalité en dimension finie

On appelle espace vectoriel euclidien un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Si E est un espace euclidien, on appelle base orthonormée (ou base orthonormale) de E toute base de
E qui est aussi une famille orthonormée.

Rem: En vertu du corollaire 4.1, pour qu'une famille (xy,...,x,) de vecteurs d'un espace vectoriel
euclidien forme une base orthonormée, il faut et il suffit que :
~ la famille soit orthonormée, cest-a-dire : ¥ (i, ) € [1;n]*, (x;|x;) = d;;.
— etque n =dimE.

Théoréme 5:

Tout espace euclidien (non réduit a {0}) possede une base orthonormée.

1&g Démonstration:

Par récurrence sur n = dimE :

- si n =1, E estune droite vectorielle, et si {x} en est une base, alors { } en sera une base orthonormée

x
[l
— Supposons le résultat acquis pour tout espace préhilbertien de dimension n — 1, et soit E préhilbertien de dimension .

Il existe dans E un vecteur unitaire e, ; d’apres le théoréme 2, le sous-espace vectoriel H = {en}J‘ est un hyperplan de E.
D’apres I'hypotheése de récurrence, H posséde une base orthonormée (ey, ..., e,_1). Il est clair alors que la famille (e, ..., e,)
sera orthonormée, donc sera une base orthonormée de E, ce qui acheve la récurrence.

Cours PSI* — © TLEGAY — Lycée d’Arsonval 7/15 1¢r octobre 2022



CHAP. VI - ESPACES PREHILBERTIENS REELS (COURS COMPLET) PSI* 22-23

Exemples

1. Dans R" muni du produit scalaire canonique, défini par :

M=

six=(x1,...,xn) ety=(y1,-.-,yn), {(x|y)= XY

1

la base canonique est une base orthonormée.

2. Dans M, (R) muni du produit scalaire canonique défini par :
si A= (ui,]‘)lgi/jgn et B= (bi,j)lgi,jgn, <A | B> = tr(ATB) = ) ai,]‘bi,]‘

1<i,j<n

la base canonique (E;;)1<;j<n est une base orthonormée.

I1.4. Expression analytique du produit scalaire dans une base orthonormée

Soit E un espace euclidien et Z = (ey, ..., e,) une base orthonormée de E.

Les coordonnées (xq,...,x;) d'un vecteur x dans cette base sont données par :| x; = (e; | x) .

n
Ainsi:|Vx € E, x =) (ej|x)e;.
i=1

1& Démonstration:

n
On a par définition des coordonnées : x = ) xie;. Donc pour tout i € [1;#n], compte tenu de la linéarité a droite du produit
k=1

n n
x xk€k> = ¥ x(ei]ex) = x;.
k=1 1

=ik

scalaire : (e; |x) = <e,-

Soit E un espace euclidien, muni d’une base orthonormée % = (ey,...,e,). Soient x et y deux vecteurs de
E :

n n
x=)Y xe ety=) yie; avec(xi,...,xy)et(y1,...,yn) €R".
i=1 i=1

X1 n
On notera aussi X = : et Y = : les matrices colonnes formées des coordonnées dans %2 des

Xn Yn
vecteurs x et y.

> yj€f>= L xiyj(eile;)
j=1 S~——

<ijsn

n
Par bilinéarité du produit scalaire : (x|y) = < Y xje;
i=1

=5
donc :

M=

n
(xly) = Lxyi=X"Y=Y'X| et ||x]= ,le?, Ix* = X"X.
i=

i=1

III. Projections orthogonales

III.1. Supplémentaire orthogonal

Théoréme 6:

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d"un espace préhilbertien E. Alors :
1. E=F®F.
2. (F4)" =F.
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1&g Démonstration:

1. Le résultat étant évidentsi F = {0}, on supposera F de dimension n > 1.
F possede alors une base orthonormée (e, ..., e,).Soit x € E. On cherche a écrire x =y +z avecy € Fetz € F+,doncon

n
cherche Aq,...,Ay ER etz € Fl telsque x = Y Aje; +z.
i=1

zeFt <= Vjel;n], {ej|z) =0 Vje[1;n], <ej

n
X—ZA,‘EI'> =0
i=1

M:

= vVjielinl, (g]x) =Y Ailele) =4
=5

I
—

Z
Ce qui précede démontre l'existence et 'unicité de la décomposition cherchée :
n n
x=Y (ej|x)ei+ (x— Z(ei|x>ei> .
i=1 i=1
~—

-
€F cFL

2. On adéjavul'inclusion : F C (FL)l.
Réciproquement, soit x € (F L)L . D’apres le résultat précédent, x s’écrit de fagon unique sous la forme x =y +z avecy € F
et z € F-. Puisque x € (FL)L etz € F+,ona (x|z) =0 soit (y|z)+ (z|z) = 0.
Mais (z|y) = 0 puisque y € F et z € F* donc on en déduit (z|z) = 0,d’oi1 z = 0 et x = y appartienta F ce qui démontre
l'inclusion (FL)L CF.

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien E,ona: E = F & F*.
F! s’appelle le supplémentaire orthogonal de F.

Corollaire 6.1:

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien de dimension finie E on a :
(FNG)*+ = F+ +G*.

1& Démonstration:

On a vu (proposition 2) que, si F’ et G’ sont des sous-espaces vectoriels de E,ona (F/ + G')* = F'+ N G'* . 1l suffit d’appliquer
ce résultat avec F' = FL et G’ = G+, en utilisant le deuxiéme résultat du théoreme précédent.

Théoreme 7: Théoreme de la base orthonormée incomplete

Si E est un espace préhilbertien de dimension finie, toute famille orthonormée de vecteurs de E
peut étre complétée en une base orthonormée.

1& Démonstration:

Si (eq,...,e p) est une famille orthonormée dans E, soit F = Vect(ey,...,e p) . I suffit alors de choisir une base orthonormée dans
F! (il en existe d’apres le théoréme 5).

IIL.2. Projection orthogonale

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d"un espace préhilbertien E. On appelle :

e projection orthogonale sur F, notée pr, la projection sur F de direction F*.

e symétrie orthogonale par rapport & F, notée s, la symétrie par rapport a F et de direction F*.

Rappel : sp = 2pp — Idg.
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v x — pr(x)
e Ona, pour tout x € E : pp(x) L x — pp(x).
e Par définition d’une projection, y = pp(x)
est I'unique vecteur de E vérifiant y € F et
x-yeF. pr(x)

Directement d’apres la démonstration du théoréme 6, on obtient :

Théoréme 8:

Si (eq,...,en) est une base orthonormée d’un sous-espace vectoriel F de dimension finie de E, on a,
pour tout x € E :

Rem: Sil’on connait seulement une base orthogonale (e, ...,e;) de F, on a, pour tout x € E :

Rem: Dans le cas particulier ot H est un hyperplan, et si n est un vecteur orthogonal & H, la formule

(| x)

précédente donne le projeté orthogonal de x sur la droite K.n : pyyi(x) = il n d’our :
n
(n]x)
pH(x) =
[

PH(x)

Exercices

1. Dans R® muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique
de la projection orthogonale sur le plan P d’équation: x +y +z = 0.

Soit p la projection orthogonale sur le plan P et g = Idgs — p celle sur la droite D orthogonale a P. D a pour base
n=(1,1,1).

Soit u = (x,y,z) € R® et q(u) = (x/,y/,2') son image par q. Trouver la matrice de g revient a trouver son expression
analytique, c’est-a-dire a exprimer x',y’ et 2’ en fonction de x,y et z.
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D’apres les formules ci-dessus :
(n|u) X+y+z
qu) = n=
I 3

donc on a
Y X+y+z

n 3
) X+y+z

o 3
;) X+y+z
2= 73

11 1 [ 2 -1 1
1 1 1|,puiscellede pest M(p)=13—M(q) = 3 -1 2 —-1].
1 1 1 -1 -1 2

Wi

et par suite la matrice de q est: M(q) =

2. Dans R* muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique
de la symétrie orthogonale par rapport au sous-espace vectoriel F donné par les équations :

X1+ x+x3+x4=0
X1 +2xp+3x3+4x4 =0 )

e On remarque déja que F est bien un sous-espace vectoriel de R* (intersection d’hyperplans), et que c’est un plan (car le
systéme d’équations est de rang 2, voir cours sur les formes linéaires).

e Si s est la symétrie orthogonale par rapport au plan F, ona s = 2p — Idgs ol p est la projection orthogonale sur F. Il
suffit donc de trouver la matrice de p.

. - . X1 =x3+2x .
En soustrayant les deux lignes, on trouve que le systéeme définissant F est équivalent a ) By En choisissant

Xp = —4X3 — OX4

(x3,x4) = (1,0) on trouve qu'un vecteur de F est uy = (1,—2,1,0). Pour trouver une base orthogonale de F il reste & trouver
un vecteur uy = (x1, X, x3,%4) de F qui estde plus orthogonal & u; donc qui vérifie les deux équations précédentes ainsi que
I'équation x1 — 2x, + x3 = 0. Cela conduit & 6x3 + 8x4 = 0. En prenant x4 = 3 et x3 = —4 on obtient up = (2,—1,—4,3).
On a ainsi trouvé une base orthogonale du plan F. Si x = (x1,xp,¥3,%;) est un vecteur quelconque de R* et si I'on note
p(x) = (x1, x5, x5, x}), les formules précédentes donnent;

~ {uq|x) i (up | x) by — x1—2xz+x3u +2x1—>cz—4fx3—&-3JC4u2

plx) = 1 = 1
(2 2 ® 6 30
-2 2x1 —xp — 4
B e = Y S et B = k= S SRR
6 30
On en tire les coordonnées de p(x) :
o X1 —2x2 + X3 14 2x1 — xp —4x3 + 3x4 5 ~ 9x1 —12xp — 3x3 + 614
r= 6 30 - 30
;X1 —2x0+x3 2x1 — xp —4x3 4 3xy4 _ —12x1 +21xp — 6x3 — 3xy
Bp=——p— (=2)+ 0 (-1) = 30
;X1 —2x2+Xx3 2x1 — xp —4x3 + 3x4 _ _ —3x1 —6x2 +21x3 — 12x4
X3 = 3 1+ 30 (—4) = 30
, X1 —2x3 + x3 2x1 — Xp —4x3 4 3xy4 2x1 — Xp —4x3 + 3x4
= .0 .3 =
i 6 + 30 10

d’ot1 la matrice de p :
3 -4 -1 2
1| -4 7 -2 -1
2 -1 -4 3
et enfin celle de s :
-2 —4 -1 2
1| -4 2 -2 -1
5 -1 -2 2 —4
2 -1 -4 =2

II1.3. Distance a un sous-espace vectoriel

Soit E un espace préhilbertien réel.
On appelle distance entre deux vecteurs x et y de E le réel

d(x,y) = |lx = yll-
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Soit A une partie non vide d'un espace préhilbertien E.
si x est un vecteur de E, on appelle distance de x a A le réel :

dx,A) =inf{d(x,a), a € A} =inf{||[x —al| , a € A}
(cette borne inférieure existe bien car c’est celle d’une partie non vide et minorée (par 0) de R).

Dans le cas ol A est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien, on a le résultat
suivant :

‘Théoreme 9:

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien E.
Pour tout x € E il existe un et un seul vecteur y € F tel que

d(x,F)=d(x,y).

Ce vecteur y est le projeté orthogonal de x sur F.

1&g Démonstration:

o Déja, cela a bien un sens de parler de la projection
orthogonale pr sur F : puisque F est de dimension
finie, F et F' sont supplémentaires.

e Soit z un vecteur quelconque de F. Puisque
x — pr(x) appartient & F1 (par définition de pr)
et que pp(x) —z appartient a F (car F sous-espace
vectoriel), ces deux vecteurs sont orthogonaux donc
d’apres la relation de Pythagore :

2 —z|? = lx = pr(x)I* + llpe(x) = 2> (%)
On en déduit :

Vz€eF, |x—z| > ||x— pr(x)]

donc T
[lx = pe()|| <inf{|lx —z|| , z € F} =d(x,F).

Mais comme pp(x) est aussi élément de F, cela implique ||x — pp(x)|| =inf{||x —z| , z € F} =d(x,F).
o Unicité : S'il existe z € F tel que d(x,z) = d(x,F) = ||x — pr(x)||, alors la relation (%) implique |pg(x) —zH2 =0 dou
z = pp(x).

Remarques

1. En reprenant les mémes notations, si (ej,...,e,) est une base orthonormée de F, on sait que

pe(x) = )El (eilx)e;.

1=

On a donc ||pp(x)|* = i (e; | x)* puis, d’apres la relation de Pythagore (les vecteurs x — pp(x) et
i=1

pe(x) étant orthogonaux),
e = pe() 7 = [Ix)* = Ipe(x) 1%

ce qui donne la formule :

(x F? = [l ~ % Gelx)?

2. Dans le cas particulier out F est un hyperplan H, et si n est un vecteur orthogonal 2 H, on a vu que
- - njx PN
le projeté orthogonal de x sur la droite K.n est: pp.(x) = W n d’ou :

[(n]x)]

d(x, H) = |lx = pa(0)[l = lpg ()]l = T

(voir figure page 10).
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Exercices

1. Dans IR* muni de sa structure euclidienne canonique, soit le vecteur u = (1,1,1,3) et P le plan dont
x+y+z+t=0
X—y+z—t=0

Déterminer la distance de u a P.

un systéeme d’équations est :

x+z=0

Le systeme d’équations définissant P est équivalent & { =0 donc facilement, une base orthonormée de P est formée
y

des vecteurs e; = %(—1,0,—1,0) et ep = %(0,1,0,—1).

Inutile ici de chercher la matrice de la projection orthogonale sur P; on se contente d’appliquer bétement la formule
précédente :

a1, P) = /lulP — (o1 [u)? — (e2 | w)? = VIZ—1-1= V0.

1
2. Déterminer (a,b,c) € R? tels que / x*(Inx — ax? — bx — ¢)*>dx soit minimum, et calculer la valeur
0

de ce minimum.

On se place dans I'espace vectoriel E = € ([0;1],R), muni du produit scalaire usuel défini par :

W(f.8) € B (f1) = [ fg()dx

Notons f l'application : x € ]0;1] — xInx, prolongée par continuité en 0 en posant f(0) = 0, et f,;. I'application :
x € [0;1] > ax® + bx? + cx.

1
Alors / (Inx —ax? —bx —c)?dx = ||f — fa/b,EHZ‘ Le minimum cherché est donc la distance au carré de la fonction f au
0

sous-espace vectoriel F des fonctions de la forme x +— ax® + bx? + cx (cest bien un sous-espace vectoriel de E de dimension
finie, car engendré par les trois fonctions x +— x* pour k € {1,2,3}). D’apres le théoréme 9, ce minimum existe et est atteint
lorsque f, . est le projeté orthogonal de la fonction f sur F.

11 ne reste plus qu’a chercher ce projeté. Nous n’allons pas ici utiliser la formule du cours, qui exige de connaitre une base
orthonormée de F. Il est plus rapide de revenir a la définition de la projection orthogonale, c’est-a-dire d’écrire que f — f, 1
est orthogonal & F, donc orthogonal aux trois fonctions x — x* pour k € {1,2,3}. Cela conduit aux équations :

1 1 1
/ (xlnxfaxSfbefcx)dex:/ (x]nxfux37bxzfcx)x2dx:/ (xInx —ax® — bx® — cx)xdx = 0.
0 0 0

On calcule d’abord, en intégrant par parties et par une récurrence simple :

1 1
vkeN, [ Hinxdr— - :
€ Jy ¥ Inxdx "1

Le systéme des trois équations précédentes s’écrit alors :

a b e__1 a b c_ 1 a b c__1

7 6 5 257 6'5 4 16 ' 5 4 3 9

7 137

On trouve apres quelques calculs : a2 = T b=4,c=—- % .

Le minimum cherché vaut alors 62 ot

& = If- fa/b,cHZ =(f — fapelf = fape) (fIf = fape)(car f— fopc € F* doncest L a fape)

N~
astuce!

1 1 1 1 1

:/ xlnx(xlnxfaxSfbx2+cx)dx:/ xz(lnx)zdxfu/ x4lnxdx7b/ x3]nxdxfc/ ¥’ Inxdx
0 0 0 0 0

2 &8, b c_ 1

27 25 16 9 2700

I11.4. Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Nous venons de voir dans le paragraphe précédent qu’il est important de pouvoir connaitre une base
orthonormée d’un espace euclidien. Le théoréme ci-dessous en fournit un procédé de construction.
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‘Théoreme 10: Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit E un espace préhilbertien et (aj)re; une famille libre de vecteurs de E, ou I désigne IN ou un
intervalle d’entiers de la forme [1;n] avec n € IN*.

Alors il existe une et une seule famille orthonormée (ex)xc; telle que :
— Pour tout k € I, Vect{ey, ..., ex} = Vect{ay,...,ar};
- Vkel, {e|ax) > 0 (cette condition assure 1'unicité).

1& Démonstration:

On construit la suite (ex)ges par récurrence sur k. Pour cela, on notera pour k € I, Fy = Vect{ay,...,a;}. On remarque que,
puisque la famille (ax) est libre, on a dim F = k.

— La propriété est trivialement réalisée pour k = 1 : e; est nécessairement égal a (ce qui est possible car a; # 0).

m
flax ]
— Supposons construits e, ..., ex_1, famille orthonormée vérifiant les conditions du théoréme jusqu’au rand k — 1.

- Lacondition « {ey,..., e} est une famille orthogonale > est équivalente & ¢; orthogonal a ey, ...,e,_1 puisque 1'on sait
déja {e1,...,ex_1} orthonormée, c’est-a-dire a ¢ € F- ;.

- La condition < Vect{ey,..., e} = Vect{ay,...,ax} = F; > est équivalente & ¢; € F; puisque l'on sait déja que
Vect{ey, ..., ex—1} = Vect{as, ..., ax_1}.

1
Fk—l

e appartient donc a l'orthogonal de Fr_; dans -

Fy ; cet orthogonal est une droite, celle de base le A
vecteur a — p(ax), ot p(ax) est le projeté ortho- o

gonal de gy sur F_q. Ak — H (Elk)
(e1,...,ex—1) étant une base orthonormée de

Fi_1, la formule du théoréme 8 donne A

h
'
'
'
'
'
'
l
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
T
'
'
'
]

k—1
plax) = Z (ei |ax) e;.
- p(ax)

k-1
Ennotant by, = a; — p(ak) =ay — Z <€i \uk) e;,on

doit donc avoir e, colinéaire a by.

k—1

— La condition < e unitaire > conduit ensuite a ¢ = avec ¢ = *+1 (le vecteur by ne peut pas étre nul, sinon on

by
ek
(1Bl
aurait ay = p(ay) € Fr_1 ce qui est impossible puisque la famille (a3, ..., ax) estlibre).
- Enfin, la condition (e | ax) > 0 permet de choisir ¢, c’est-a-dire détermine e de fagon unique.
En effet, (ex | ax) = (ex |ax — p(ax)) + (ex | p(ax)) = (ex | bx) = € ||bk||, donc il faut e = +1.
_V_J
=0

Remarques

1. Les formules by = ap — Y. (e;|ay)e; puis e = —”bk”,
i=1 %

orthonormée (ex) de proche en proche a partir des a;, sont a retenir (mais il est tout aussi facile
de retenir la fagon dont elles ont été obtenues...)

qui permettent de construire la famille

2. Sil’on veut seulement construire une famille orthogonale a partir des ay, il suffit de ne pas normer les
by ala fin du calcul, donc d’utiliser la formule

k-1
e;j|a
e = aj — Z Mei.
iz ledll

3. Si E est un espace euclidien, = (ay,...,a,) une base de E et si &' = (ey,...,e,) est la base
orthonormée de E obtenue par le procédé de Schmidt, la matrice de passage de la base % a la base
' est triangulaire supérieure a éléments diagonaux positifs. En effet :

— pour tout k € [1;n] on a Vect(ay,...,ax) = Vect(ey,...,er) donc la matrice est triangulaire
supérieure;

— si l'on considere la matrice inverse, c’est-a-dire la matrice de passage P:Zg,, le i-eme coefficient
diagonal est la i-eme coordonnée de a; sur e;, donc est égal a (a;|e;) puisque la base (e;) est
orthonormeée, et ce coefficient est positif par construction. Les coefficients diagonaux de la matrice
inverse sont donc aussi positifs.
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Exercice On munit R3[X] du produit scalaire défini par :

YPQeRs[X], (P1Q) = [ PIQU)aL.

Déterminer la base orthonormée obtenue a partir de la base canonique par le procédé de Schmidt.

Notons (ag,a1,a2,a3) la base canonique de R3[X] : a5 = X*. On déroule alors les calculs, pour déterminer d’abord une base

orthogonale (eg,e1,e2,e3).
— Onprend ey =ag=1;

1 1
M(z .Or {eg|a1) = /eg(t)al(t)dt: /tdt:O,donc e1=a = X.
1 1

— puis e; =a; — 5
lleol]
1 1
2
- puis e = a3 — <|€|0€‘|T§)€ - %el‘ Or (e1]a2) = (m |a2) = /t3dt =0et (e|a) = /tzdt =3 et [leg]|* = 2 donc
0 1
-1 -1
1
=X2_--.
€2 3
- enfin, e3 = a3 — <T|O||Tg>e - <T‘1 ‘ﬁ;)el - <T|2||Tg>€2. On a (eg|a3) = (e2]a3) = 0 (intégrale d’une fonction impaire sur
() e1 (%)
1
3

[1;1]), et (e |as) = /t4dt: % et |ler|?* = /t2dt = %,donc e3 = X3 — gX.
-1 -1
1 2
— 11 reste a normer la base orthogonale obtenue. Or |leg| = V2, |lei]| = \/g, lleall = «/ [ (t2—%> dt = §\/g et
-1

1
llesll = 4/ fl (G %t)z dt = %\/E, et 'on a finalement la base orthonormée :
V2 \/5 3\F , 1 57/ 3
2 VX 3 5("*5) "2 E(X"X>‘

IIL.5. Représentation des formes linéaires d’un espace euclidien

Théoréme 11:

Soit ¢ une forme linéaire sur un espace vectoriel euclidien E ;
Alors il existe un et un seul vecteur a € E tel que

Vx€E, o(x)=(a|x) .

&= Démonstration:
n
Soit & = (e, ...,e,) une base orthonormée de E. Alors pour tout x = }_ x;e; dans E ona
i=1

n

p(x) = izlxi¢(€i) = ;”ixi = (a|x)

1

ou a estle vecteur de coordonnées a; = ¢(e;) dans 2 (il s’agit de 'expression analytique de la forme linéaire ¢)

Cela prouve l'existence de a. Enfin, a est unique car si l'on a {a|x) = (b|x) pour tout x € E,alors a —b € E* donc a = b.

Rem: Lorsque ¢ est non nulle, son noyau Ker ¢ est un hyperplan H. D’aprés le théoréme précédent, il

existe donc a € E tel que
H={xcEtq (a|x)=0} = {a}".

RR.a est la droite orthogonale a H ; ses vecteurs sont les vecteurs normaux a H.

1¢r octobre 2022
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