FEUILLE D’EXERCICES N°7 — DERIVABILITE PSI* 22-23

EXERCICES : DERIVABILITE, AVEC CORRIGESI

Fonctions dérivables (ex. 1 a 6)

Exercice 1: (%)

Déterminer toutes les fonctions f dérivables de R dans R telles que

V(x,y) €R? fx+y) = F(0)f ().

Q Solution:

(£(0)? = £(0) donc f(0) =0 ou f(0) =1.Si f(0) =0 alors f est la fonction nulle.
Sinon, en dérivant par rapport a y puis en faisant y = 0 on obtient f'(x) = af(x) avec a = f/(0) d’ot f(x) = e”
(réciproque immédiate).

X

Exercice 2: (%)
Soit f : [a;b] — R, dérivable, telle que f(a) = 0. On suppose qu'il existe k > 0 tel que :
Vx € [a;b], [f'(x)| < KIf(x)]
Montrer que f = 0.

Indication : on pourra considérer la fonction g: x — (f (x))ze’ka .

Q Solution:

f étant dérivable sur [a;D] il en est de méme de g, et

Vx € [a;b], g'(x) = 2f(x) (f'(x) — kf(x))e .

Considérons, pour un x € [a;b], deux cas :
- si f(x) = 0, l'inégalité de I'énoncé devient |f'(x)| < kf(x) donc en particulier f'(x) —kf(x) < 0 d’ou
§'(x)<0;
- si f(x) <0, l'inégalité de I'énoncé devient |f/(x)| < —kf(x) soit kf(x) < f'(x) < —kf(x) donc en particulier
f/(x) —kf(x) >0 d’our encore g’(x) <O0.
¢’ est donc toujours négative, donc ¢ est décroissante; puisque g(a) = 0 on en déduit g(x) < 0 pour tout x,
donc (f(x))2 < 0 et finalement f = 0.

Exercice 3: (xx)

Trouver toutes les fonctions f: [0;1] — [0;1], dérivables, telles que fo f = f.

Indication : si f n’est pas constante, soit [a;b] = f([0;1]). Montrer que pour tout x € [2;]], f(x) =x,
puis en raisonnant par l'absurde, montrer que a =0 et b = 1.

Q Solution:

Les fonctions constantes répondent bien stir au probleme.

Si f est une solution non constante, soit [a;b] = f([0;1]) (avec 4 < b puisque f non constante). Alors pour tout
x € [a;b] il existe y € [0;1] tel que x = f(y) d’ou f(x) = fo f(y) = f(y) = x.

Si jamais a était strictement positif, puisque a est un minimum de f atteint en un point intérieur, ona f/'(a) =0;
mais puisque f(x) = x sur [a;b], on devrait avoir f}(a) =1 : contradiction.

Ainsi a = 0, et de la méme fagon, b =1, d’out f(x) = x sur [0;1].

En résumé, les solutions au probléme sont les applications constantes et ’application x — x.
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Exercice 4: (xx)

Soit f: R — R, dérivable en 0, et telle que f(0) = 0. Déterminer :

. n k 2n 1
i (a) o bl (2)
Applications :
. noo1
a) Calculer nlglgo ((kglewrk) — n) .

n
b) Donner un équivalent quand 7 tend vers +co de [] (n?+k).
k=1

Q Solution:

a) Le développement limité de f en 0 a l'ordre 1 s’écrit
f(x) = f(0) +xf'(0) + o(x) = xf'(0) + xe(x),

n
ou lime(x) = 0. Enposant u, = Y f (%) on aura donc
k=0

x—0

v ko Sk (kY f(0)
Uy = Zﬁf (0)‘*‘];)?5 (ﬁ) =

k=0

"k [k
=2\ 2

g A e Y e—

_n(n+l) =0y
2
avec
K
ok k k=0 0.1 n+1 0:1

ol < kg ¢ G )| < S el = g el
Puisque lime =0 ona lim } =0 d’ou llm vy =0 puis lim wu, = AU

0 Nn——+oo n—s 400 2

b) - Un résultat préliminaire :

2n
1 . . L
Posons x, = Y T La fonction t — % étant décroissante sur R on a pour tout k > 2

k+1 k
[
k t k k-1 ¢

<In(k) —In(k—1).

d’otr : 1
Vk>2, In(k+1) —In(k) < 3
(cette inégalité peut aussi s’obtenir a 1’aide du théoreme des accroissements finis). En additionnant ces
inégalités pour k € [n;2n] pour n > 2 on obtient apres télescopage :
In2n+1) —In(n) < x, <In(2n) —In(n — 1)
et d’apres le théoreme des gendarmes on en tire : lirE Xp = In2 (résultat & retenir!)
n—-+oo

2n
1 ~ . . P
— En posant u, = ), - on aura, avec les mémes notations que dans la question précédente :
k

k
w3 08 e ()

=n
et par une technique similaire a celle de la question précédente et en utilisant les résultats préliminaires,
on obtient lim u, = f/(0)In2.

n—-+oo

n 1 n 1 2n
<2en_+k>—n:2(6n_+k—l): v f<%) avec f(x) =e* —1.
k=1 k=1 k=n+1
On applique alors le résultat de la question b) (dont les hypotheses sont bien vérifiées) : la limite cherchée
vaut f/(0)In2 =In2.

n
d) Posons u, = [[ (n%2+k). Alors u, = n*"v, ot v, = H (1 + )
k=1 k=0

On a alors In(vy,) = i In <1 + %) donc en appliquant le résultat de la question a) a f: x — In(1+x) on
k=0
[

2n
> en-r.

. . 1 . .
obtient lim In(v,) = = - donc lim v, = e etenfin u, ~
n—+foo 2 n— o0 n

— 400
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Exercice 5: (%*x)

fkx) = f(x)
x
Montrer que f est dérivable en 0, et calculer f'(0) en fonction de ¢ et k.

Traiter le cas k > 1.

Q Solution:

L’hypothese de I'énoncé peut aussi s’écrire :
flkx) = f(x) = bx + xo(x)

olt lirrb @(x) = 0. Soit donc € > 0; il existe & > 0 tel que, pour tout x € [—a;a], |¢(x)| < & (définition de la
xX—

limite).
En appliquant 1'égalité précédente a k'~ !x, on a pour tout entier i € N* : f(kix) — f(ki~1x) = ki 1x + k' lxg(ki~1x)
d’ol1 en sommant, pour n € IN*, apres télescopage :

Soit f: R = R, continue en 0, telle que lirrb = {, ou k est un réel appartenant a |0,1].
X—

flk"x) = f(x) = (f kH) x + f K lxp(ki ).
i=1 i=1

Puisque k € ]0;1[ la série Y k' converge, et a pour somme - donc :
ieN

M 4o no .
fk'x) — f(x) — 15_ P (— Z k'1> lx + Zk'71x¢(k"1x).

i=n+1 i=1
Soit maintenant x € [—a;a]. Puisque k < 1 on a kix € [—a;«] pour tout entier i donc

FHR) — ()~ 1

too no. .
< ( ) k11> x|+ YK x| ’(p(k”lx)’
i=1

i=n+1

< [ x| +eiki’1 | x|
1k i=1
k" |l + ¢

< ﬂwxusfkf—l x| = |x|.
1—k = 1—k

Puisque k € ]0;1[ et que f est continue en 0, on peut trouver N tel que pour n > N on ait
Fk'2) — FO)] <elx| et K'|<e

ce qui conduit finalement, apres utilisation de I'inégalité triangulaire, a :

f(0) = f(x) - %’ < (e+%) |x|

Ainsi, f(x) — f(0) — 1t o o(x), ce qui signifie que f est dérivable en 0, de dérivée

Si k > 1, faire la méme chose avec x et % au lieu de kx et x....

L
k—1"

Exercice 6: (xx)

Soit M: R — My, +1(R) une application de classe € vérifiant

Vie R M) M(t) =1I,.

Montrer que, pour tout réel ¢, la matrice M'(t) n’est pas inversible.

Q Solution:

D’apres le cours, les applications t — M(t)" puis t — M(t)" M(t) sont dérivables sur R (théorémes a citer
précisément) et :

VieR, (M M) (t) = M'(£)" M(t) + M(t)" M'(t) = 0.
Donc pour tout £, M’ (t)T M(t) — M' (t)M'(t) d’oi1 en prenant le déterminant :

det(M' (1)) det(M(t)) = (—1)2"*+1 det(M(t)) det(M'(t)) = — det(M(t)) det(M (1)),
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donc det(M(t)) det(M’(t)) = 0. Comme M(t) est inversible (d'inverse M(t)") son déterminant est non nul d’ott
det(M'(t)) = 0.

Dérivées successives (ex. 7 a 9)

Exercice 7: (%)

1
x2—2xcosa +1

Calculer la dérivée n-ieme en 0 de f: x —

X Solution:

Déja on remarque que : x> —2xcosa +1 = (x — e!®)(x — e~1*) (identité remarquable a connaitre!).

e Si a = 0 (modulo 2) on a f(x) = (x—l—l)z donc f est de classe ¥ sur R\ {1} et on a facilement par
récurrence : (—1)( 1)
- n+1)!
Va1 Ve, f(x) = e

o Calcul similaire lorsque & = 7t modulo 27t...
e Supposons donc désormais a # 0 modulo 7 ; ainsi el* # e 1*, f est de classe ¥ sur R, et la décomposition
en éléments simples de la fraction rationnelle f s’écrit :
1 A u
(x —el*)(x —e i)  x—eit  x— e

VxeR, f(x) =

En multipliant cette relation par x — el* on trouve :

1 x — el
VIER e m = A e
puis en prenant x = el dans cette relation (il s’agit d’une égalité polynomiale vraie sur R donc aussi sur C), on
obtient : .
A — 1 1 i
et —e~i  2isina  2sina

De la méme fagon on trouve y = A.
A A

x — el + x_e—m

Ainsi, pour tout x € R, f(x) = d’ou facilement par récurrence sur n € IN :

n o
Vx eR, f( )(x) = /\(x —eia)ntl +/\(x_e7iuc)n+1 )

En particulier :

) () — _ A _n sin(n +1)a
£ nRe (ei("+1)0¢) sinw

Exercice 8: (xx)

Montrer que, si fu(x) = x"1In(1+ x) (n € N*), alors : f,gn)(x) =(n-1)Y), ;k .
= (1+x)

Q Solution:

On remarque déja que, par les théorémes usuels, f, est de classe € sur |—1; +o0].
On procede par récurrence sur n pour montrer 1’égalité.

- Pour n =1, f1(x) =In(1+x) donc f'(x) = ﬁ et I'égalité proposée est vérifiée.

— Supposons les résultat acquis a ’ordre #n. On a alors, pour tout x > —1, f,11(x) = xf,(x) d’olt en dérivant
cette égalité a I’aide de la formule de Leibniz, puisque toutes les dérivées d’ordre > 2 de x — x sont nulles :

() = e () + (1A (x)

n

et en utilisant '’hypothese de récurrence :

AV @) = (1) ((n+1) D a jx)k -x) (H];)m) :

k=1 k=1
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En écrivant x = (1 + x) — 1 (astuce a retenir!) :

n n k
- L 1+x ,;1(1+x)k+1>

k=1 :1

i (x) = (n— 1)1 (

(-1}t n+1—k k-1 n
(n=1) ,El (1+x)F +%§%(1+ OF T Ao
'n+1 n 1
= -1) Z(1+x E 1+x

ce qui est le résultat voulu a l'ordre n + 1, et acheve la récurrence.

Exercice 9: (xx)
Soit f(x) = e .
a) Montrer que f(")(x) = ¢=*’P,(x), ot P, est un polyndme de degré n.
b) En remarquant f’(x) = —2xf(x), établir que :
Vn>=1, Pyq(x) = —2xPy(x) —2nP,_1(x) et P,(x) = —2nP,_1(x).

c¢) En déduire une équation différentielle du second ordre vérifiée par P,, puis (x*x) une
expression de P;.

Q Solution:

On note déja que f est de classe €*° sur R comme composée de telles fonctions, donc toutes les dérivations qui
vont suivre ne posent pas de probleme.

a) Récurrence facile :
— La propriété est vraie pour n =0, avec Py =1;
— Si elle est vraie a I’ordre n on obtient alors en dérivant :

Vx eR, FOD(x) = (—2xPy(x) 4 Ph(x))e ™™,

d’ot la propriété a I'ordre n+ 1 en posant P, 1(x) = —2xP,(x) + P (x) (%) : P,y1 estbien un polynome
de degré n + 1, et cette relation de récurrence permet également de montrer que le coefficient dominant de
D, estégala (—2)".
b) Larelation f'(x) = —2xf(x) est immédiate; en la dérivant n fois a ’aide de la formule de Leibniz, on obtient,
puisque toutes les dérivées d’ordre > 2 de x — x sont nulles :

VneN* Vx eR, f(”“)(x) = —fo(")(x) _ an(nq)(x)

d’ou:
P,i1(x) = —2xPy(x) — 2nP,_1(x).
C’est la relation demandée, et en combinant avec la relation (x) on en déduit P}, (x) = —2nP,_1(x).
¢) e Soient n € N* et x € R. D’apres la relation précédente on a : Pj/(x) = —2nP,_,(x) ; la relation (x) écrite

alordre n —1 donne aussi : P;(x) = —2xP,_1(x) + P,,_;(x) donc
Py (x) = —2n(Pu(x) + 2xPy_1(x)) = —2nPu(x) + 2x(—2nP,_1(x)) = —2nPy(x) + 2xP; (x)
L’équation différentielle cherchée est donc :
P}/ (x) — 2xPy (x) +2nPy(x) = 0.

(cette relation est vraie a priori pour n > 1 compte tenu de la facon dont elle a été obtenue, mais elle reste
vraie pour n = 0 puisque Py = 1).
e On sait que P, est un polyndome de degré n et de coefficient dominant (—2)"; de plus, la relation de

récurrence P, 1(x) = —2xP,(x) + Pj,(x) ainsi que le calcul de Py =1 et P;(x) = —2x permet de montrer
facilement que P, est de la parité de n.

[n/2]
On peut donc écrire : Py(x) = ): ay_yx" 2 avec a, = (—2)". En < injectant > dans l’équation

différentielle on obtient, pour tout x 6 R :

[n/2]-1 [n/2] [n/2]
Y. (n—2k)(n—2k—1)a, x"k=2 oy < Y (n—2k)a, o x”2k1> +2n < Y ay g x" 2k> =0
k=0 k=0
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En regroupant les deux derniéres sommes :

[n/2]-1 [n/2]
Yo (n—2k)(n—2k—1)a, g x" H 2+ Y (=2(n—2k)a, o +2na, o) X" =0.
k=0 k=0

En faisant maintenant un changement d’indice (k' = k + 1) dans la premiére somme :

[n/2] ln/2]
Y (n—2k+2)(n —2k+ 1)ay e x4+ Y dkay_px" " =0.
k=1 k=0

Puisqu’un polynéme est nul pour tout x si et seulement si c’est le polyndme nul c’est-a-dire si et seulement
si tous ses coefficients sont nuls, on en déduit :

Vke[1;(n/2]], 4ka, ok + (n — 2k +2)(n — 2k +1)a,_pesp = O.

La relation précédente s’écrit, pour k =1 :

nn—1
In-2 = — (4 )ﬂnr
puis pour k =2 :
. 7_(71—2)(71—3)” 771(71—1)(71—2)(71—3)”
AT 42 T 4221 "

puis pour k=3 :
(n—4)(n-5)  nn-1)(n-2)(n—-3)(n—4)(n—>5)

6=~ 43 - $321 n

et I’'on démontre alors par une récurrence élémentaire que :

n!
Vk e [[1, Ln/zJ]], Ay ok = (_1)kman avec ay — (_2)1’1[
et finalement 1'expression de P :
n A k n! n—2k
VxeR, P = (-2 1) x"

Cette superbe formule a été vérifiée par le logiciel MAPLE pour n < 5....

Th. de Rolle. Th. des accroissements finis. Formule de Taylor-Young (ex. 10 a 19)

Exercice 10: Th. de Rolle généralisé ()

Soit f continue sur [a;+oo[, dérivable sur |a; 4oo[, telle que 1%1111 f(x) existe et est égale a f(a).
X o0

Montrer qu’il existe ¢ € Ja; +oo[ tel que f'(c) = 0.
(Indication : considérer la fonction g définie sur [0; %[ par g(x) = f(a +tanx)).

Q Solution:

g se prolonge en une fonction continue sur [0; 5] et on lui applique le théoréme de Rolle.

Exercice 11: (%)

En utilisant le théoreme des accroissements finis, calculer : lim x2 (ex —extl ) .

X—r—+00
Donnez une autre méthode pour calculer cette limite.
X Solution:
On peut appliquer le théoreme des accroissements finis & f: x — e qui est de classe ¥ sur R* , entre x et
x+1:

1
Jex € Jx;x+ 1], eF —emT =[x — (x+ 1)]f (cx) = et .

2 1
Orcy€lx;x+1]donc lim = =1et lim e% =1 donclalimite demandée est égale a 1.
X—r+o0 Cx X—+00

Autre méthode : On peut écrire :
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1 1
et puisque : lim e¥l =1, que lim (— — ) =0 et que eX — 1 ~ X on en déduit I'équivalent :
X—> 400 x—+oo \x x+1 X—0

xz(e%—eﬁ) ~ xz(l_ 1 ): X

et on retrouve le résultat précédent.

Exercice 12: (%)
Soit f dérivable sur [0;1] telle que : f(0) =0 et f'(x) # 0 pour tout x € [0;1].

Montrer que f garde un signe constant sur [0;1]. (Rem : on ne suppose pas nécessairement f’
continue).

Q Solution:

f étant dérivable sur [0;1], elle y est continue; donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, si, par
I'absurde, elle ne gardait pas un signe constant, il existerait x et y dans ]0;1] (0 est exclu) tels que f(x) > 0 et
f(y) <0 donc f s’annulerait en un certain point ¢ € |0;1]. Puisque f(0) = f(c) = 0, le théoréme de Rolle donne
alors 'existence de d tel que f'(d) = 0, c’est contradictoire.

Exercice 13: (%)

Soit f dérivable sur R . On suppose f’ croissante et on pose g(x) = xf'(x) — f(x).
Montrer que g est croissante.

& Solution:
Soient x,y € R4 tels que 0 < x < y. Alors :
§(y) —8(x) =yf'(y) = fly) —xf' (x) + f(x) =x(f (v) = f(x)) + (v =0 f ' () = f(y) + f(x).
Or d’apres le théoreme des accroissements finis il existe ¢ € |x;y[ tel que f(y) — f(x) = (y — x)f’(c) donc:
§) —8(x) =x(f'(y) - f'(x)) + (v =) (f'(¥) = f(0))

f' étant croissante par hypothese, on a f'(y) — f'(x) > 0 et f'(y) — f'(c) > 0,etonaaussi x >0ety—x >0
donc g(y) > g(x) c’est-a-dire g croissante.

Exercice 14: (%)

Soit P € R[X]. Montrer que, si, P est scindé sur RR, il en est de méme de P’.

X Solution:

Soit P un polyndme scindé de R[X], de degré n > 1. On rappelle qu'un polyndme non constant est dit scindé
dans R[X] si toutes ses racines sont réelles, ce qui équivaut a dire qu'il s’écrit sous la forme

p

P=A][(X—a)"

i=1
les a; étant les réels racines de P et les a; leurs ordres de multiplicité.

Supposons les a; rang”s par ordre strictement croissants a; < - - - < 4. On peut alors appliquer le théoreme de
Rolle a la fonction polyndme associée a P (cette fonction étant de classe ) sur chaque intervalle [a;;a;1], ce
qui donne l'existence de p — 1 racines distinctes de P’.

De plus, si a; est une racine d’ordre &; de P on ait que c’est aussi une racine d’ordre a; — 1 de P’ (avec la

4
convention qu’un réel est dit racine d’ordre 0 s’il n’est pas racine!). On a donc ainsi Z(txi —1) racines de P’
i=1
(comptées avec leur ordre de multiplicité).

On a donc trouvé
4

4
P-D+y(@i-)=(p-D+ Y& —p=n-1
=~ ~
, =
=n car P scindé
racines réelles de P’ (comptées avec leur ordre de multiplicité), avec deg(P’) = n — 1, donc P’ est scindé dans
R[X].
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Exercice 15: (¥**x%)
Soit f : R — IR, dérivable, telle que thT f'(t)y=CEeR.
—+00

Montrer que :  lim ft)

= /. Réciproque?
t—+oco t 'proq

Q Solution:

Soit € > 0 Par définition de la limite :
JAER tq VEt= A, (—e< fl(t) < l+e.

Par le théoreme des accroissements finis, pour tout + > A, il existe ¢ € |A;#[ tel que f(t) — f(A) = (t — A)f'(c)
donc, en utilisant 1’encadrement précédent :

Vt>A,€—s<W<€+e.

fO _ fO-fA)  fA) _ fO-fA) t=4  f(A)

En écrivant alors - =5 + - = g — + ——,on obtient :
A t—A t A t—A
Vt>A,Lt)+(é—s)T<&t)<¥+(é+s) e

Ortlirf <@ —i—(é—s)#) = { — ¢ donc pour ¢ assez grand on aura @ —i—(é—s)# >0—2¢;
—+o0
de rnérne,ii}rf_loo (@ +(+e) %) = {4+ ¢ donc pour t assez grand, on aura @ +(L+e) % <0+ 2.

Finalement, pour ¢ assez grand on aura :

{—2e < Ltt) <0+ 2e
de qui est exactement la définition de lim Oy,
t—+oo

Rem : ce résultat n’admet pas de réciproque; considérer par exemple la fonction f: ¢+ sint .

Exercice 16: (*x%)
Soit f € €' (R+,R), telle que tEToo (F(6) + (1) = ¢.

Montrer que thr}rl f(t) = £ (on pourra s’inspirer des méthodes de résolution d'une équation
—+o0

différentielle du premier ordre).

X Solution:
Déja, quitte a remplacer f par f — ¢, on peut se contenter de traiter le cas ¢ = 0.
Posons g(t) = f(t) + f'(t), et supposons donc que tlir+n ¢(t) = 0. En écrivant f(t) = C(t)e”! (méthode de
— 00

variation de la constante), on obtient

t
VEE Ry, f(t) =t [ etg(u)du+Ce

t
ott C est une constante. Pour démontrer que thT f(#) = 0, il suffit donc de monter que thT e ! / e'g(u)du =0.
— 400 —+00 0
Soit donc & > 0. Par définition de la limite :
JA>0telqueVu > A, |g(u)] <e.

Donc, pour t > A :

t A t
e_t/O e'g(u)du e‘t/0 e”g(u)du—i—e_t/Ae“g(u)du

A t

<e! [Tetgw)] dute! [ e lg(u)| du
A t

< e’t/ e |g(u)| du+ee”! /Ae” du
0 .

A A
< e_t/o e |g(u)| du+eet(ef —e?) < e‘t/o e’ |g(u)| du +e.
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A
D’autre part, A étant fixé, tlim e’ / e"|g(u)| du = 0 donc il existe B > A tel que, pour t > B on ait
—+00 0

A
e’t/0 e |g(u)| du < e.

Finalement, pour t > B on a < 2¢, ce qui signifie, par définition de la limite, que

t
—t u d
e /0 e'q(u)du

t
lim eft/ e'q(u)du =0, cqfd.
J0

t—+o00

Exercice 17: Formule des trapézes (xx)

Soit f de classe € sur [a;b], a valeurs réelles. Montrer qu’il existe ¢ € ]a;b| tel que :

—a —a)3
£0) = £@) + 252 (@) + () - E o0 o),

x—a x —a)d
5 (f/<‘1)+f/(x))+)\%, ol1 A est

Indication : considérer la fonction g: x — f(x) — f(a) —

un réel bien choisi.

Q Solution:

.. . . P N P . b—a)®
On choisit A tel que g(A) = 0 (ce qui est possible car cela équivaut a une équation de la forme Al o L= ..

qui a bien une solution puisque b —a # 0).

Alors g est de classe €2 sur [a;b], g(a) = g(b) = 0, puis en appliquant deux fois le théoréeme de Rolle on obtient
'existence de ¢ € |a;b| tel que ¢”(c) = 0 ce qui apres calculs donne le résultat.

Exercice 18: (¥*)

Soit f de classe ¢ sur [a;b], & valeurs dans R. Montrer qu'il existe ¢ € ]a;b| tel que :

_ _ )2 _4\5
£y = sty + 252 (@) + £/ 0)) - CS () - @) + L 0 o),

X Solution:
Soit A tel que

_ _ 2
FO) = f@) = 75 (F @) + £ 0) + 55 (1) = ) =27
(A existe puisque b —a # 0).
On considere alors la fonction

X—a

)2
g x s £~ @)~ S0P + @)+ E () - @) 2
¢ est dérivable sur [a;b] et g(a) = g(b) = 0 (par le choix de A) donc il existe d € ]a;b[ tel que g'(d) =0.Or:

x—a x—a x—a) (x —a)*

! _ ! ! 1! 1! 1! ( 2 1"
§'(0) = S (F/ () = f1@) = 0 F ) + ) — @)+ ) AT

On constate que ¢'(a) = 0 = ¢/(d), et puisque ¢’ est dérivable on peut lui appliquer le théoréme de Rolle : il
] t

existe e € Ja;d[ (donc e € |a;b[) tel que ¢ (e) =0.Or:

uf”’(x) + (x— u)zf(4)(x) A
6 12 36

(f"(x) = f"(a) =

N =

g"(x) =

On constate que ¢’ (a) = 0 = ¢'’(e), et puisque g est dérivable on peut lui appliquer le théoreme de Rolle : il
existe ¢ € Ja;e[ (donc ¢ € ]a;b[) tel que ¢""'(c) =0.Or:

" _ (x_u)z
") = O - A5

(c—a)?
12

(qui n’est pas nul!), on obtient A = f(®)(c) d’ou le résultat.

don en écrivant g'"’(c) = 0 et en divisant par
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Exercice 19: (xx)
Soient n réels a1 < ap < ... < ay et f de classe €" sur [a;;a,] a valeurs dans R, telle que f(a;) =0
pour tout 1.
Montrer que, pour tout x € [a;;a,], il existe ¢ € |a; ;a,[ tel que :

(x—m)(x—az)...(x— an)f(”)(c).

n!

flx) =

Indication : considérer g: t — f(t) —A(t —ay)(t —ap)...(t —a,) ot A est choisie telle que g(x) =0
lorsque cela est possible.

R Solution:
e Si x est égal a l'un des a; le résultat est vrai en prenant ¢ quelconque dans |a; ;a,[ (tout est nul).

e Sinon, on peut poser
f(x)

(x—ay)(x—ap)...(x —ay)
et on considere alors la fonction g définie sur [a; ;a,] par
Q) = F(1) = At —ar)(t— ) .. ().
Alors g est de classe " et s’annule en n + 1 points distincts (les 4; et x). En appliquant alors le théoreme de
Rolle de facon itérée a g, puis ¢’ puis g’ etc on obtient qu'il existe ¢ tel que g™ (c) = 0.

Or la dérivée n-ieme de la fonction polyndme de degré n (x —ay)(x —ap)...(x —a,) est égale a n! donc
g (x) = f")(x) — n! et l'égalité ¢(")(c) = 0 donne A = f(")(c), cqfd.

A=
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